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Az id®sorelmélet alapfogalmai

De�níció. Sztochasztikus folyamat: (Xt)t∈T , ahol T a paramétertér és minden
t-re Xt valószín¶ségi változó.
Ebben a tárgyban általában T = Z vagy T = Z+, sztochasztikus folyamatokban T = R
vagy T = R+.

De�níció. Gauss-folyamat: olyan sztochasztikus folyamat, melynek bármely
véges számú peremeloszlása együttesen normális eloszlású, azaz minden n ∈ Z+,
t1 ∈ T, . . . , tn ∈ T esetén (Xt1 , . . . , Xtn) együttesen normális eloszlású.

Id®sor: Olyan sztochasztikus folyamat, amikor a T paramétertartományra 'id®'-ként
gondolunk.

De�níció. Er®s stacionaritás. (Xt)t∈T er®sen stacionárius, ha minden n ∈ Z+,
t1 ∈ T, . . . , tn ∈ T és h ∈ T esetén (Xt1 , . . . , Xtn) együttesen ugyanolyan eloszlású,
mint a h-val való eltoltja, (Xt1+h, . . . , Xtn+h).

De�níció. Autokovariancia függvény: R(t, s) = cov(Xt, Xs)

De�níció. Gyenge stacionaritás. (Xt)t∈T gyengén stacionárius, ha EXt nem függ
t-t®l (azaz konstans), illetve az autokovariancia függvény R(t, s) értéke csak a t − s
eltérést®l függ.
Gyengén stacionárius id®sor autokovariancia függvénye tehát tulajdonképpen egyvál-
tozós, ezt az egyváltozós függvényt is R-rel fogjuk jelölni: R(t, s) = R(t − s). Tehát
gyengén stacionárius id®sor autokovariancia függvénye R(h) = cov(Xt+h, Xt) módon
számolható.

Megjegyzés. A gyenge stacionaritásból nem következik az er®s, de az er®s stacionari-
tásból se a gyenge (nem biztos, hogy léteznek momentumai).

Megjegyzés. A stacionaritás szó bizonyos szempontból id®beli állandóságot, stabilitást
jelent.

Megjegyzés. A stacionaritás közkedvelt, gyakori feltételezés egy tapasztalati id®sorra
vonatkozóan, azonban ellen®rzése nem egyszer¶. Ha egy id®sorban szemmel láthatóan
trend vagy szezonalitás �gyelhet® meg, akkor nem stacionárius. Az id®sorelemzés els®
lépése mindig a nemstacionárius összetev®k (komponensek) kisz¶rése.

A továbbiakban feltesszük, hogy az id®sor gyengén stacionárius és paramétertere diszk-
rét.

Állítás. R(0) = D2Xt minden t-re.

De�níció. Autokorreláció függvény (ACF): r(h) = cor(Xt, Xt+h), h ∈ Z.

Állítás. r(h) = R(h)
R(0)

De�níció. Parciális autokorreláció függvény (PACF):
ρ(h) = cor(Xt, Xt+h |Xt+1, Xt+2, . . . , Xt+h−1), h ∈ Z.
Jelölés.

� rh := r(h)

� Rh :=


1 r1 r2 . . . rh−1

r1 1 r1 . . . rh−2

r2 r1 1 . . . rh−3

...
...

...
. . .

...
rh−1 rh−2 rh−3 . . . 1


� R#

h : a fenti Rh mátrix utolsó sorát kicseréljük r1, . . . , rh sorra.

Állítás. ρ(h) =

{
r1 ha |h| = 1
detR#

h

detRh
ha |h| > 1

De�níció. Független érték¶ zaj folyamat (independent value noise):
εt ∼ IV N(0, σ2), ha Eεt = 0, D2εt = σ2, valamint εt és εs minden t 6= s esetén
független egymástól.

De�níció. Fehér zaj folyamat (white noise):
εt ∼WN(0, σ2), ha Eεt = 0, D2εt = σ2 és cov(εt, εs) = 0, ha t 6= s.

Megjegyzés. Gyakran kényelmes feltenni a fehér zajról, hogy Gauss-folyamat, ilyenkor
Gauss-féle fehér zajról beszélünk (GWN).

De�níció. Lineáris folyamat:

Xt = µ+
∞∑

j=−∞
βjεt−j , ahol µ ∈ R, εt ∼ IV N(0, σ2) és

∞∑
j=−∞

|βj | <∞.

Megjegyzés. A lineáris folyamat de�níciójában lév® εt zaj folyamatot innovációnak
vagy meghajtó folyamatnak is szokták nevezni. Ez az elnevezés más modellek esetén
is használatos.

Állítás. Az Xt lineáris folyamat stacionárius.

De�níció. MA(∞) folyamat: Olyan lineáris folyamat, amely nem függ a zaj jöv®beli
értékeit®l, azaz β−1 = β−2 = . . . = 0.

Megjegyzés. MA=moving average, magyarul mozgóátlag.

Megjegyzés. Ha adott egy x1, . . . , xn tapasztalati minta, akkor az adatokban lév® nem-
stacionárius komponens eltüntetésére alkalmas simítási eljárás lehet (nem ez az egyet-
len) a mozgóátlagolás. Például ha az adataink negyedévesek, akkor érdemes 4 lépésben
átlagokat számítani: x̃t = xt+xt+1+xt+2+xt+3

4 , t = 1, 2, . . . , n− 3. A mozgóátlagolással
az id®sor rövidebb lesz, adatokat veszítünk.

Eredmények az autokorreláció becslésér®l

Legyen X1, . . . , Xn minta egy stacionárius folyamatból, melynek várható értéke µ,
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autokovariancia függvénye R(h) és autokorreláció függvénye pedig r(h). Tekintsük a
következ® becsléseket:

� µ becslése: Xn = X1+...+Xn
n ;

� R(h) becslése: R̂(h) = 1
n

n−|h|∑
t=1

(
Xt+|h| −Xn

) (
Xt −Xn

)
, ahol |h| < n egész;

� r(h) becslése: r̂(h) = R̂(h)

R̂(0)
, ahol h = −(n− 1), . . . ,−1, 0, . . . , n− 1.

Megjegyzés. Az autokovariancia becslésére több statisztika is használható, lásd az
el®adásjegyzet 4. részét, amely azok statisztikai tulajdonságait is tartalmazza.

Vezessük be a következ® jelöléseket:
� r(h) = (r(1), . . . , r(h))T

� r̂(h) = (r̂(1), . . . , r̂(h))T

� 0h: h hosszú vektor 0 elemekkel
� Ih: h× h méret¶ egységmátrix

Tétel. Bartlett-tétel. Legyen Xt lineáris folyamat,
∞∑

j=−∞
β2
j |j| < ∞. Ekkor(

1
nW

)− 1
2 (r̂(h)− r(h))

d−→
n→∞

Nh (0h, Ih), ahol W az ún. Bartlett-féle mátrix, mely-

nek elemei: [W]i,j =
∞∑

k=−∞
[r(k + i)r(k + j) + r(k − i)r(k + j) + 2r(i)r(j)r2(k)−

−2r(i)r(k)r(k + j)− 2r(j)r(k)r(k + i)].

Megjegyzés. Az el®z® tétel állítását kissé pongyolán, de könnyebben érthet®en úgy is
írhatjuk, hogy r̂(h) ≈ Nh

(
r(h), 1

nW
)
.

Következmény. Amennyiben X1, . . . , Xn egy fehér zaj folyamatból származó minta,
akkor r̂(h) ≈ Nh

(
0h,

1
n

)
, ezáltal közös 1 − α megbízhatóságú kon�denciaintervallum

készíthet® az egyes autokorrelációkra: 0± Φ−1(1−α2 )√
n

.

Megjegyzés. Ha az el®z® következményben α = 0.05, akkor közelít®leg a
[
− 2√

n
; 2√

n

]
intervallumbecslés adódik. Amikor R segítségével egy id®sor autokorreláció függvé-
nyét elkészítjük az acf függvény segítségével, akkor a két szaggatott kék vonal a ± 2√

n

értéknek felel meg. Most pedig következzék az a próba, amihez az eddigi el®készítés
szükséges volt � legyen α az els®fajú hiba valószín¶ségének el®re rögzített értéke:

H0: a minta autokorrelálatlan folyamatból származik
H1: legalább az egyik autokorreláció nem 0

Próbastatisztika: T(X) = r̂(n− 1), ami egy n− 1 elem¶ vektor

Elfogadási tartomány: Xe =
{

X : minden 1 ≤ i ≤ n− 1-re |r̂i| ≤
Φ−1(1−α2 )√

n

}
Tehát ha valamelyik tapasztalati autokorrelációra azt találjuk, hogy annak abszolút ér-

téke meghaladja a Φ−1(1−α2 )√
n

értéket, akkor a minta 100 · (1−α)%-os megbízhatósággal
nem autokorrelálatlan folyamatból származik. Ennél rendszerint többet is látunk, a
bels® "sáv"-on kívül es® autokorrelációk arra is utalnak, milyen jelleg¶ nemstacionari-
tással szembesülünk, illetve milyen id®sor modellel érdemes megpróbálni magyarázni

az adatainkat.

Id®sorok "illeszkedésvizsgálata"

A modellez® f® célja az, hogy egy adott minta (tapasztalati id®sor) esetén kiválassza azt
a modellt, amelyik legjobban illeszkedik az adataira. Ez gyakran meglehet®sen nehéz
feladat. Az id®sor modellek túlnyomó többsége valamilyen fehér zaj folyamatból (amit
innovációnak is szokás hívni, és gyakran meg�gyelési, mérési 'hiba'-ként vagy egyéb
véletlen hatások összességeként tekintenek rá) indulnak ki. Az adott id®sor modell
illeszkedését úgy szokás megvizsgálni, hogy az illesztés � paraméterek becslése � után
visszabecsüljük az innovációkat, majd megnézzük, hogy ezek vajon fehér zaj folyamatot
követnek-e. Amennyiben a visszabecsült innovációk, más néven reziduálisok esetén
nem vethet® el, hogy fehér zaj folyamatból származnak, akkor az adott id®sor modell
alkalmazása ellen nem találtunk statisztikai bizonyítékot.
Jellemz®en mik tudják elrontani a 'fehér zaj'-ságot:

� autokorreláció � a reziduálisok nem autokorrelálatlanok
� heteroszkedaszticitás � a reziduálisok szórása id®ben változik (←→ homoszke-
daszticitás: a szórás id®ben konstans)

Próbák annak ellen®rzésére, hogy egy minta független fehér zajból
származik-e:
a.) A minta autokorreláció függvény pontonként egyenl®-e 0-val. A próba leírásáért

lásd az el®z® fejezetet.
AmikorR segítségével egy id®sor autokorreláció függvényét elkészítjük az acf függ-
vény segítségével, akkor a két szaggatott kék vonal a ± 2√

n
értéknek felel meg. Az

alábbi esetekben döntünk amellett, hogy a minta NEM fehér zajból származik:
� az egyik autokorreláció nagyon kiugrik, "sokkal" a kék sávon kívül van. Mi az
a "sok": az adott autokorreláció abszolút értéke legalább akkora, mint a sáv
hossza.

� ugyan nincs durván kiugró autokorreláció érték, de viszonylag sok érték van a
kék sávon kívül. Hüvelyujjszabály arra, mi min®sül viszonylag soknak: ha m
darab autokorrelációt rajzoltunk ki, akkor több, mint 0, 05 ·m autokorreláció
van kicsit a kék sávon kívül. Az R alap beállítása az m = 40, ezen ha legalább
3 érték van kicsit a kék sávon kívül, akkor elvetjük

Ennél rendszerint többet is látunk, a bels® "sáv"-on kívül es® autokorrelációk arra
is utalnak, milyen jelleg¶ nemstacionaritással szembesülünk, illetve milyen id®sor
modellel érdemes megpróbálni magyarázni az adatainkat.

b.) Portmanteau-tesztek. Nullhipotézisük: az els® néhány (általában 20/30) autokor-
reláció együttesen egyenl®-e 0-val. Azaz ha H0 nem teljesül, akkor NEM hisszük
el, hogy a minta fehér zajból származik. A legfontosabbak ezek közül Ljung-Box

próba. Próbastatisztika: QLB = n(n+ 2)
h∑
i=1

r̂(i)
n−i , ami H0 esetén χ2

h-hoz tart elosz-

lásban.
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c.) Különbség-el®jel próba (di�erence-sign test). Legyen Zn annak a száma, ahányszor

a folyamat értéke növekszik, azaz Zn =
n∑
i=2

Yi, ahol Yi = I(Xi > Xi−1), i =

2, 3, . . . , n. A próbastatisztika: Zn−n−1
2√

n−1
12

, ami standard normálishoz tart eloszlásban

a nullhipotézis esetén.
d.) Fordulópont próba (turning point test). Legyen Zn a fordulópontok száma a min-

tában. Az xi mintapont fordulópont, amennyiben vagy (xi > xi−1 és xi > xi+1),

vagy (xi < xi−1 és xi < xi+1). Megmutatható, hogy a Zn− 2
3 (n−2)√

(n−2) 8
45

próbastatisztika

standard normálishoz tart eloszlásban a nullhipotézis esetén.

Heterokszedaszticitás próba id®sorok esetén: Mcleod Li teszt : a négyzetekre
végrehajtott Ljung-Box próba. Nullhipotézis: nincs feltételes heteroszekeszticitás, azaz
az id®sor nem ARCH/GARCH típusú.

De�níció. m-összefügg®ség. Az (Xn)n∈Z valószín¶ségi változó sorozat m-
összefügg®, amennyiben a σ(. . . , Xk−1, Xk) és σ(Xk+m+1, Xk+m+2, . . .) σ-algebrák
minden k ∈ Z-re függetlenek.
Megjegyzés. Az egységgyök nélküli MA(p) folyamat p-összefügg®.

Tétel. Centrális határeloszlás-tétel m-összefügg®ség esetén.
Legyen X1, X2, . . . , m-összefügg®, gyengén stacionárius valószín¶ségi változó sorozat,

σ2
m := D2X1 + 2

m∑
k=1

cov(X1, X1+k). Ekkor

n∑
i=1

(Xi−EXi)
√
nσm

d−→
n→∞

N(0; 1).

ARMA folyamatok

De�níció. Visszaléptetés operátor (backshift operator).
B : L2(Ω) −→ L2(Ω), BXt = Xt−1

Állítás. A fenti B operátor
� iterálható: BkXt = Xt−k, k ∈ Z+;
� invertálható: B−1Xt = Bt+1;
� unitér.

De�níció. ARMA folyamat. Xt =

p∑
i=1

αiXt−i︸ ︷︷ ︸
AR(p) rész

+

q∑
j=0

βjεt−j︸ ︷︷ ︸
MA(q) rész

, ahol p, q pozitív egész

(nevük: rend); αi, βj ≥ 0 valós számok; εt ∼ IV N(0, σ2) .

Megjegyzés. ARMA: autoregresszív mozgóátlag (autregressive moving average)

Megjegyzés. Az ARMA folyamat másik alakja:
p∑
i=0

α̃iXt−i =
q∑
j=0

βjεt−j , ahol α̃0 = 1

és α̃i = −αi (i = 1, . . . , p).

De�níció. Kauzalitás. Az ARMA(p, q) folyamat kauzális (vagy okozati), ha léteznek

olyan ψi, i ∈ Z konstansok, amikre
∞∑
i=1

|ψi| <∞ és Xt =
∞∑
i=1

ψiεt−i ∀t-re.

Megjegyzés. Az okozatiság a következ®ket jelenti:
� az ARMA "egyenletnek" létezik "megoldása";
� az ARMA folyamatnak létezik MA(∞) alakja.

De�níció. Invertálhatóság. Az ARMA(p, q) folyamat invertálható, ha léteznek

olyan πi, i ∈ Z konstansok, amikre
∞∑
i=1

|πi| <∞ és εt =
∞∑
i=1

πiXt−i ∀t-re.

Megjegyzés. Az invertálhatóság helyett azt is szokás mondani, hogy a folyamatnak van
AR(∞) alakja.

De�níció. ARMA folyamat karakterisztikus polinomjai: P (x) =
p∑
i=0

α̃ix
p−i,

P̃ (x) =
p∑
i=0

α̃ix
i, Q(x) =

q∑
i=0

βix
i.

Állítás. P (x) = xp · P̃
(

1
x

)
Állítás. P (x) gyökei az egységkörön belül vannak ⇐⇒ P̃ (x) gyökei az egységkörön
kívül vannak

Tétel. Az ARMA folyamat "megoldása" és "inverze".
� Ha P (x) gyökei az egységkörön belül vannak, akkor a folyamatnak létezik sta-
cionárius megoldása;

� Ha Q(x) gyökei az egységkörön kívül vannak, akkor a folyamatnak létezik in-
verze.

Következmény. Az Xt = αXt−1 + εt AR(1) folyamat stacionárius ⇐⇒ |α| < 1

Tétel. Az ARMA folyamat spektrális s¶r¶ségfüggvénye: f(x) = σ2

2π

∣∣∣Q(eix)
P (eix)

∣∣∣2
Eddig jelöléseinkkel az ARMA folyamat a következ® operátoros alakba írható:
P̃ (B)Xt = Q(B)εt. Ezt már ki tudjuk fejezni az ARMA folyamatra, illetve a fehér
zajra is:

� Xt =
[
P̃ (B)

]−1

Q(B)εt

� εt = [Q(B)]
−1
P̃ (B)Xt

Az persze nem triviális, hogy a fenti operátorinverzeket, majd az operátorszorzatokat
hogyan állítsuk el®, ezen a ponton segítségül kell hívni a homogén lineáris di�erencia-
egyenletek elméletét. Legyen célunk a fenti Xt el®állítás explicit megadása, a másik ha-

sonlóan megy. Jelölje S(x) =
∞∑
i=0

six
i azt a polinomot, amire S(B) =

[
P̃ (B)

]−1

Q(B).

Ebben az inverz úgy kapható meg, hogy keressük azt a T (x) =
∞∑
i=0

tix
i polinomot,

amire T (x)P̃ (x) = 1. Ezen a ponton rendszerint abba futunk bele, hogy az si együtt-
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hatókra egy rekurzió (di�erenciaegyenlet) adódik, amit meg kellene oldani. Tekintsük
a következ® homogén di�erenciaegyenletet:

st + γ1st−1 + . . .+ γkst−k = 0,

ahol
� k ≤ t ∈ Z;
� γ1, . . . , γk ∈ Z; γi 6= 0 ∀i-re;
� adottak s0, s1, . . . , sk−1 kezdeti értékek.

Mi a gyakorlaton "kézzel" legfeljebb másodrend¶ di�erenciaegyenleteket fogunk meg-
oldani. Ezekr®l szólnak az alábbi állítások.

Állítás. Az st + γ1st−1 = (1 − ξ−1B)st = 0 els®rend¶ homogén lineáris di�erencia-
egyenlet általános megoldása: st = s0ξ

−t.

Állítás. Az st + γ1st−1 + γ2st−2 = (1− ξ−1
1 B)(1− ξ−1

2 B)st = 0 másodrend¶ homogén
lineáris di�erenciaegyenlet általános megoldása:
1. eset: ξ1 6= ξ2 valósak  st = c1ξ

−t
1 +c2ξ

−t
2 , ahol c1 és c2 valós konstansok a kezdeti

értékek felhasználásával, a

{
c1 + c2 = s0

c1ξ
−1
1 + c2ξ

−1
2 = s1

egyenletrendszer megoldásából

adódnak (a többinél hasonlóan).
2. eset: ξ1 = ξ2 valósak  st = (c1 +c2t)ξ

−t
1 , ahol c1 és c2 valós konstansok a kezdeti

értékek felhasználásával adódnak.
3. eset: ξ1 6= ξ2 komplexek  st = c1ξ

−t
1 + c2ξ

−t
2 , ahol c1 és c2 komplex konstan-

sok a kezdeti értékek felhasználásával adódnak. Az általános megoldás másképp is
felírható, mivel algebrából megtanultuk, hogy ξ2 = ξ1. Felhasználva a ξ1 = deiθ

exponenciális alakot, st = ad−t cos(θt+ b), ahol a és b a kezdeti értékek felhaszná-
lásával adódó valós konstansok.

Az ARMA modellek kiválasztásánál segítségünkre lehetnek azok tulajdonságai:

Modell R(h) autokorreláció fv. r(h) parciális autokorreláció fv.
AR(p) tart 0-hoz, ha |h| → ∞ nem 0, ha |h| ≤ p; egyébként 0
MA(q) nem 0, ha |h| ≤ q; egyébként 0 tart 0-hoz, ha |h| → ∞
ARMA(p, q) tart 0-hoz, ha |h| → ∞, az els®

q érték után kezd®dik a konver-
gencia

tart 0-hoz, ha |h| → ∞, az els®
p érték után kezd®dik a konver-
gencia

Modellválasztás: a "legjobb" ARMA(p,q) folyamat kiválasztása. Lépései:
1. Rendek (p, q) kiválasztása.

Ebben segítségünkre vannak az alábbi információs kritériumok:
� Akaike-féle információs kritérium: AIC = 2k − 2 log L̂, ahol

� k: a becsülend® paraméterek száma
� L̂ a likelihood-függvény értéke akkor, ha az ML-becslést használjuk (nor-
mális eloszlású hibáknál ez megegyezik a legkisebb négyzetes becsléssel)

Minél kisebb, annál jobb.
� Bayes-féle információs kritérium: BIC = log n · k − 2 log L̂  minél
kisebb, annál jobb

A tapasztalati autokovariancia függvény alapján a fenti táblázat segíthet a meg-
felel® rend kiválasztásában. Az információs kritériumokon alapuló döntés rend-
szerint jobb.

2. Ismeretlen paraméterek becslése.
A klasszikus módszerek most is használhatók: momemtum módszer (az au-
tokovarianciákból adódó Yule-Walker egyenletrendszer), ML-módszer, legkisebb
négyzetek módszere. Az ML-módszer általában a legjobb, de mivel id®soros
modelleknél optimalizálós rutinnal számolódik, ezért rendszerint a leglassabb is
egyben.
Becslés után meg kell nézni, hogy az együtthatók szigni�kánsak-e. Minden
számítógépes programcsomag meg szokta adni a paraméterek ϑ̂ pontbecslését
és ezek D̂(ϑ) standard hibáját. Hüvelykujjszabály arra, hogy a ϑ paramé-
ter szigni�káns-e, azaz állíthatjuk-e, hogy eltér-e nullától: a 0 benne van-e a
ϑ̂± 2 · D̂(ϑ) intervallumban. Ha nincs benne a 0, akkor szigni�káns.

Modelldiagnosztika: miután illesztettünk egy modellt, meg kell nézni, teljesülnek-e az
adott id®sormodell de�níciójának feltételei. ARMA modellek esetén ez annak vizsgá-
latát jelenti, hogy a reziduálisok származhatnak-e fehér zajból. Az alábbi teszteket
szokás rendszerint végrehajtani:

� Empirikus autokorreláció függvényben a sávon kívüli értékek vizsgálata
� Ljung-Box próba vagy egy általánosítása
� Heteroszkedaszticitás teszt � amennyiben azt kapjuk, hogy az id®sor nem ho-
moszkedasztikus, akkor a reziduálisokra GARCH modellt illesztünk

Megjegyzés. A modelldiagnosztikába néha bele szokták venni az együtthatók szigni�-
kanciájának vizsgálatát is.

Amennyiben azt kapjuk, hogy az ARMA folyamat nem illeszkedik megfelel®en, számos
további teend®nk lehet:

� Van-e trend/szezonalitás az id®sorban (ezek kisz¶résével illik kezdeni az elem-
zést, lásd a következ® fejezetet)

� Próbálkozás másik id®sormodellel

Végül kimondjuk az id®sorelmélet egyik legfontosabb tételét, ami megmutatja, miért
van kiemelt szerepe az MA(∞) modellcsaládnak. A tételbeli 'négyzetes el®rejelezhet®-
ség' és a 'determinisztikusság' a viszonylag hosszadalmas el®készítés igénye miatt nem
lesz de�niálva, ld. például a Brockwell�Davis könyv 2.6. fejezetét és az el®tte lév®
fejezete(ke)t további részletekért.

Tétel. Wold-felbontás. Tetsz®leges Xt stacionárius folyamat felírható a következ®

alakba: Xt =
∞∑
i=0

ψiεt−i + Vt, ahol

� ψ0 = 1,
∞∑
i=0

ψ2
i <∞;

� εt ∼WN(0, σ2);
� Vt 'determinisztikus' folyamat;
� cov(εt, Vs) = 0 ∀s, t-re;
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� εt és Vt 'négyzetesen el®rejelezhet®' folyamatok.

Nevezetes nemlineáris folyamatok

De�níció. GARCH folyamat. (Xt)t∈Z GARCH(p,q) folyamat, ha

Xt = σtεt, σ2
t = α0 +

p∑
i=1

αiX
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j

σ2
t a folyamat id®ben változó szórásnégyzete, εt ∼ IV N(0, 1), Eε4

t < ∞, továbbá
α0 > 0, αi ≥ 0 , βj ≥ 0 minden i és j esetén.

Speciálisan, ha σ2
t = α0 +

p∑
i=1

αiX
2
t−i, akkor az Xt folyamat neve: ARCH(p) folyamat

Megjegyzés. A folyamatot Xt =

√
α0 +

p∑
i=1

αiX2
t−i +

q∑
j=1

βjσ2
t−j · εt alakba is írhatjuk.

Megjegyzés. A folyamat elnevezése: GARCH = generalised autoregressive conditional
heteroskedastic, azaz magyarul általánosított autoregresszív, feltételesen heteroszke-
dasztikus.

Állítás. A GARCH(p,q) folyamat (NEM független) fehér zaj.

Tétel. A GARCH folyamat gyenge stacionaritása.

� Ha
p∑
i=1

αi +
q∑
j=1

βj < 1, akkor a GARCH(p,q) folyamatnak létezik gyengén sta-

cionárius megoldása ("megoldás": Xt folyamat MA(∞) alakja).
� Ha a GARCH(p,q) folyamatnak létezik gyengén stacionárius megoldása és α0 >

0, akkor
p∑
i=1

αi +
q∑
j=1

βj < 1.

A GARCH folyamatból generált minta jellemz®i:
� Az adatok nem korreláltak, és a szórás változik az id®vel;
� Az adatok eloszlása vastag szél¶;
� A négyzetek és az abszolútértékek er®sen korreláltak;
� A kiugró értékek klaszterekben jelennek meg.

Amennyiben egy tapasztalati mintánál a fenti jellemz®ket �gyeljük meg, érdemes meg-
próbálkozni GARCH folyamattal modellezni. Ezek a tulajdonságok a pénzügyi adat-
soroknál gyakran meg�gyelhet®k (például részvényárfolyamok, valutaárfolyamok log-
hozamainál).

Megjegyzés. Amennyiben valamilyen heteroszkedasztikus folyamattal szeretnénk mo-
dellezni a meg�gyeléseket, akkor nagyon gyakran megfelel® választás a viszonylag egy-
szer¶ GARCH(1,1) modellt illeszteni.

De�níció. Általános bilineáris folyamat. (Xt)t∈Z BL(p, q, P,Q) folyamat, ha

Xt +

p∑
i=0

aiXt−i︸ ︷︷ ︸
AR komponens

= εt︸︷︷︸
zaj

+

q∑
j=0

bj · εt−j︸ ︷︷ ︸
MA komponens

+

P∑
i=1

Q∑
j=1

cijXt−iεt−j ,

ahol εt ∼ IV N(0, 1), az ai, bj , ci,j együtthatók valós konstansok és a pozitív egész
p, q, P,Q számok a folyamat rendjei.

Sztochasztikus rekurziós egyenletek

Ennek a fejezetnek a f® eredménye azon tétel ismertetése, amely bemutatja, milyen
elégséges feltétel esetén van egy, számos nevezetes id®sor modellt magába foglaló
id®sormodell-családnak er®sen stacionárius "megoldása", és ez a "megoldás" miként
állítható el®.

De�níció. Sztochasztikus rekurziós egyenlet. Az

Xt = AtXt−1 +Bt, t = 0, 1, . . . (1)

egyenletet sztochasztikus rekurziós egyenletnek hívjuk (SRE), ha At véletlen d × d-s
mátrix, Bt véletlen d-dimenziós vektor, továbbá (At,Bt) i.i.d.

Megjegyzés. Az ARMA, a GARCH és a BL folyamatok felírhatók SRE alakban.

A továbbiakban jelölje ‖.‖ a 2-es vektor/mátrixnormát, és log+(x) := max(log(x), 0).

De�níció. Az At véletlen mátrixsorozat Ljapunov-exponense.
Λ := inf

t∈Z+

{
1
t · E log ‖A1 · . . . ·At‖

}
Tétel. Tegyük fel, hogy E log+ ‖A1‖ <∞, E log+ |B1| <∞ és Λ < 0. Ekkor

Xn = Bn +

∞∑
k=1

An · . . . ·An−k+1Bn−k

1 valószín¶séggel konvergens, és ez az egyértelm¶, er®sen stacionárius, oksági megol-
dása az (1) sztochasztikus rekurziós egyenletnek.

Megjegyzés. Ha d = 1, akkor Λ < 0 ⇐⇒ E log |A1| < 0

Most néhány eredmény következik analízisb®l, amikre néhány példa megoldásához
szükség lesz.

De�níció. Euler-féle gamma-függvény: Γ(t) =
∞∫
0

xt−1e−x dx, t ∈ R

Állítás.
� Néhány nevezetes érték: Γ

(
1
2

)
=
√
π Γ(n) = (n− 1)!, n = 1, 2, . . .
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� Az Euler-féle gamma-függvény abszolút konvergens (mint paraméteres integrál),
ezért "be lehet deriválni" az integráljel mögé:

Γ′(t) = d
dtΓ(t) =

∞∫
0

d
dte
−xxt−1 dx =

∞∫
0

e−x · log x · xt−1 dx

De�níció. Euler-féle digamma-függvény: ψ(t) = d
dt log Γ(t) = Γ′(t)

Γ(t) , t ∈ R

A következ® tétel arról szól, hogyan lehet a digamma-függvényt tetsz®leges 1-nél kisebb
pozitív racionális szám esetén viszonylag könnyen, zárt alakban kiszámítani. Érdekes-
ség, hogy ilyen tétel nem ismert az egyszer¶bb gamma-függvény esetén.
A továbbiakban γ ≈ 0, 577 jelöli az Euler-konstansot.

Tétel. Gauss digamma-tétele. Legyen r,m ∈ Z+, r < m. Ekkor

ψ
(
r
m

)
= −γ − log(2m)− π

2 ctg
(
rπ
m

)
+ 2

bm−1
2 c∑

n=1
cos
(

2πnr
m

)
log sin

(
πn
m

)
.

Néhány nevezetes érték: ψ
(

1
2

)
= −γ − 2 log 2, ψ(1) = −γ

Id®sorok el®rejelzése

El®rejelzési feladat: legyen (Xn)n∈Z stacionárius folyamat µ várható értékkel és R(h)
autokovariancia függvénnyel. Célunk a folyamat els® n értéke, Xn, . . . , X1 segítségével
az ezt követ® h érték, Xn+h, . . . , Xn+1 meghatározása úgy, hogy a legkisebb négyzetes
értelemben vett hiba a lehet® legkisebb legyen.
Jelölje a legjobb lineáris el®rejelzést PnXn+h := a0 + a1Xn + . . .+ anX1.

Állítás. A legjobb lineáris el®rejelzés operátor tulajdonságai.
a.) A legjobb lineáris el®rejelzés együtthatói kielégítik a következ® egyenleteket:

E(Xn+h −PnXn+h) = 0
E [(Xn+h −PnXn+h)Xn+1−j ] = 0 j = 1, . . . , n

b.) a legjobb lineáris el®rejelzés együtthatói kielégítik a következ® egyenletrendszert:
Γnan = Rn(h) , ahol
� Γn = [R(i− j)]ni,j=1;
� an = (a1, . . . , an)T ;
� Rn(h) = (R(h), R(h+ 1), . . . , R(h+ n− 1))T .

c.) Az el®rejelzés PnXn+h = µ +
n∑
i=1

ai(Xn+1−i − µ) alakba írható, így a feladatok

elején µ = 0 feltehet®, majd ezzel a képlettel megkapható az el®rejelzés;
d.) Az el®rejelzés legkisebb négyzetes hibája R(0)− aTnRn(h).

Állítás. R(0) > 0 és R(h)
h→∞−→ 0 esetén a fenti Γn invertálható, így az ai együtthatók

an = Γ−1
n Rn(h) módon számolhatók.

Az általános el®rejelzési operátor.
Legyen W = (Wn, . . . ,W1)T véletlen vektor, Y valószín¶ségi változó, mindannyian
véges szórással/szórásmátrixszal. Jelölje Γ = cov(W) = Σ(W) a kovarianciamátrixot.

Célunk: W segítségével Y legkisebb négyzetes lineáris el®rejelzésének (becslésének)
el®állítása.
Jelölje az el®rejelzési operátort P( • |W) : L2(Ω) −→ L2(Ω), amit lineáris alakban
keresünk: P(Y |W) = a0 + aTnW, ahol a0 és an = (a1, . . . , an)T a becsülend® értékek.

Állítás. Az általános legjobb lineáris el®rejelzés operátor tulajdonságai.
Legyenek α1, . . . , αn, β tetsz®leges valós számok és Z tetsz®leges véges szórású valószí-
n¶ségi változó. Ekkor
a.) P(Y |W) = EY + aTn (W − EW), ahol Γan = cov(Y,W);
b.) E(Y −P(Y |W) = 0

E[(Y −P(Y |W))W] = 0;
c.) MSE = E[(Y −P(Y |W))2] = D2Y − aTn cov(Y,W);
d.) P(α1Y + α2Z + β|W) = α1P(Y |W) + α2P(Z|W) + β;

e.) P

(
n∑
i=1

αiWi + β

∣∣∣∣W)
=

n∑
i=1

αiWi + β;

f.) ha cov(Y,W) = 0, akkor P(Y |W) = EY .

Megjegyzés. P általános el®rejelzési operátor kapcsolata a Pn operátorral:
Pn(Xn+h) = P(Xn+h|Xn), ahol Xn = (Xn, . . . , X1)T .

Megjegyzés. A fenti állítás a.) részéb®l következik, hogy aTn ismeretében már megha-
tározható az a0 konstans: a0 = EY − aTnEW . Speciális esetben, amennyiben a Pn

operátorral dolgozunk, akkor a0 = µ ·
(

1−
n∑
i=1

ai

)
.

Megjegyzés. A fenti állítás b.) részéb®l látszik, hogy a legjobb lineáris legkisebb négy-
zetes becslés torzítatlan.

Megjegyzés. Az általános el®rejelzési operátor segítségével módunkban áll hiányzó vagy
hibásnak vélt adatok értékét megbecsülni.

Nemstacionárius id®sorok modellezése

De�níció. Lag-1 di�erencia operátor. ∇ = 1 − B, ahol B a visszaléptetés
operátor.
De�níció. Lag-d di�erencia operátor. ∇d = 1−Bd.

Ezáltal ∇Xt = Xt −Xt−1 és ∇dXt = Xt −Xt−d. A di�erencia operátort tetsz®leges
pozitív egész hatványra lehet emelni, ekkor ∇mXt = ∇m−1(Xt − Xt−1), ami tovább
iterálható.

De�níció. ARIMA modell. Az Xt folyamat ARIMA(p, d, q) folyamatot követ,
amennyiben Yt = (1−B)dXt folyamat ARMA(p, q) folyamatból származik.

Megjegyzés. Az ARIMA-ban az I bet¶ az 'Integrated' angol szó rövidítése (integrált).

ARIMA modelleknél az integráltságot kifejez® d paraméter értékének megállapításában
az ún. egységgyök tesztek segítenek. Amennyiben a modell P (x) karakterisztikus
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polinomjának van egységgyöke (az egyik gyökének 1 az abszolútértéke), akkor a folya-
mat nem lesz stacionárius. Az egységgyök tesztek olyan nem-stacionaritást vizsgálnak,
amely di�erencia-képzéssel eltüntethet®.

A leggyakrabban használt egységgyök teszt a kiterjesztett Dickey�Fuller próba.
M¶ködésének megértéséhez tekintsük el®ször legegyszer¶bb változatát.
Legyen Xt = αXt−1 + εt, εt ∼ GWN(0, σ2) AR(1) folyamat. Tudjuk, hogy α = 1 ese-

tén ez éppen a véletlen bolyongás, ami nem stacionárius és Xt =
t∑
i=1

εi alakba írható;

|α| < 1 esetén pedig stacionárius. Az AR(1) egyenlet átírható a ∇Xt = φXt−1 + εt
alakba, ahol φ = α − 1. A teszt hipotézisei: H0 : α = 1 és H1 : |α| < 1, tehát az
ellenhipotézis azt állítja, hogy stacionárius a folyamat; a nullhipotézist pedig azt, hogy
ugyan NEM stacionárius, de di�erencia képzésével stacionáriussá tehet®. Végrehajtá-
sához írjuk fel ∇Xt lineáris regresszióját Xt−1 segítségével, a próbastatisztika pedig
legyen a regressziós együttható standardizáltja: α̂−1

D(α̂−1) . A Donsker-tétel segítségével
meg lehet mutatni, hogy a nullhipotézis esetén ez a próbastatisztika eloszlásban egy
olyan valószín¶ségi változóhoz tart, aminek kvantiliseit csak szimulációval vagy nume-
rikus approximációval lehet megkapni.

A próba kiterjesztett változata AR(p) folyamatból indul ki, valamint megengedi µ drift

és ηt trend jelenlétét is a folyamatban: Xt = µ+ ηt+
p∑
j=1

αjXt−j + εt. Itt a regresszi-

óra alkalmas alak ∇Xt = µ+ ηt+ φXt−1 +
p∑
j=1

ψj∇Xt−j + εt, ahol φ =
p∑
j=1

αj − 1 és

ψj = −
p∑
k=j

αk. A nem-stacionaritást most is H0 : φ = 0-val teszteljük, a próbastatisz-

tika itt is a φ alkalmas becslése, felhasználva a regressziós együtthatók becslését.
Egységgyök teszt végrehajtásánál a modellez® feladata annak meghatározása, hogy mi
legyen a p rend, valamint hogy drift és/vagy trend jelenlétére is számít-e a vizsgált
folyamatnál.

Klasszikus id®sor-dekompozíciós modell: Xt = mt + st + Yt, ahol

� mt: trend komponens � valamilyen szabályosan változó függvény, ami gyakran
lineáris vagy négyzetes.

� st: szezonális komponens � a rendszeresen ismétl®d®, azonos periodicitású és
szabályos amplitúdójú, rendszerint rövid távú ingadozásokat tartalmazza. Ha
d ∈ Z jelöli a szezonalitást leíró periódusok hosszát, akkor st = st+d minden

t-re. Feltesszük, hogy
d∑
i=1

si = 0. Közgazdasági alkalmazásokban a d értéke

negyedéves adatoknál jellemz®en 4, havi adatoknál pedig 12.
� Yt: véletlen zaj tag, egy olyan stacionárius komponens, amit már valamilyen
ismert id®sor-modellel modellezhetünk. Feltesszük, hogy EYt = 0, különben a
konstans beolvasztható lenne a trend tagba.

A nemstacionárius id®soroknál a trend hatás kimutatására, illetve eltüntetésére két
megközelítést lehet követni:

1. Trend becslése
� Paraméteres: Alkalmas függvényt illesztünk, ami rendszerint egy polinom

szokott lenni, azaz mt =
p∑
i=0

ckt
k alakú, a ck együtthatókat pedig legkisebb

négyzetek módszerével lehet becsülni. Ezen a ponton kihasználhatjuk, hogy
egy ilyen alakú regressziós modell a lineáris modell speciális esete.
A paraméteres megközelítés hátránya, hogy feltesszük, a választott függvény
a jöv®ben is jól fogja leírni az id®sor dinamikáját, márpedig egy válság vagy
akár egy váratlan pozitív esemény hatására erre nincs semmi biztosíték.

� Nemparaméteres: a leggyakoribb egy lineáris sz¶r® alkalmazása, kevésbé gya-
kori az exponenciális simítás. Egyre népszer¶bb az ún. LOESS simítás, ami
egy lokális regressziós függvényillesztést takar.
A nemparaméteres megközelítések hátránya, hogy csak lokálisan simítanak,
így nem lehet velük közvetlenül el®rejelzést készíteni. Amennyiben mégis
szükségünk van el®rejelzésekre, akkor meg kell próbálni a simított folyamat-
ra valamilyen jól illeszked® függvényt illeszteni � azonban nem garantált,
hogy sikerül ilyen függvényt találnunk.

2. Trend eliminálása di�erenciálással � annyiszor alkalmazzuk a ∇ di�erencia ope-
rátort a folyamatra, amíg el nem t¶nik a trend. Például lineáris trend esetén
már egyszeres di�erenciálás is eltünteti a trend komponenst.

Most áttekintjük, hogy mennyivel van több dolgunk, amennyiben a szezonális hatá-
sokkal is kezdeni szeretnénk valamit. A nemstacionárius id®soroknál a trend ÉS a
szezonális hatás kimutatására, illetve eltüntetésére az alábbi megközelítéseket lehet
követni:

1. Szezonindexek becslése
Legyen x1, x2, . . . , xn a tapasztalati mintánk. El®ször az el®z®kben leírt valami-
lyen paraméteres vagy nemparaméteres módszerrel kisz¶rjük az m̂t trend hatást,
majd az xt − m̂t eltérésekb®l átlagolásal megbecsüljük az egyedi szezonhatáso-
kat. Végül ezek átlagával korrigálunk, hogy az összegük 0 legyen. Tehát a két
lépés a szezonhatások számszer¶sítésére:
I. Korrigálatlan egyedi szezonindexek becslése (Létrehozunk d darab halmazt,

amelyekbe minden d-edik eltérést teszünk be, majd az egyes halmazok-
ban lév® számok átlagát számítjuk. Például az els® halmazba tartozik az
1.,(d+1).,(2d+1). stb. eltérések, a másodikba a 2.,(d+2).,(2d+2). stb. elté-
rések):

s̃k =

∑
i: 1≤k+id≤n

(xk+id−m̂k+id)∑
i: 1≤k+id≤n

1 , k = 1, 2, . . . , d

II. Egyedi szezonindexek korrigálása: ŝk = s̃k − 1
d

d∑
i=1

s̃i, k = 1, 2, . . . , d

2. Di�erenciálás � annyiszor alkalmazzuk a ∇ di�erencia operátort a folyamatra,
amíg el nem t¶nik a trend. Ezután megnézzük, hogy maradt-e még szezonalitás
a reziduálisokban, és ha igen, akkor alkalmas d-vel alkalmazzuk ∇d di�erencia
operátort. A d kiválasztásában segítségünkre lehet a folyamat ábrája, illetve az
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ACF/PACF függvények.
3. Sz¶rés � alkalmas lineáris sz¶r®vel a trend és a szezonális hatások együttes eli-

minálása. Polinomiális trend esetén lehet találni ilyen sz¶r®t.

Most szintetizáljuk az eddigi ismereteinket! Amennyiben az er®s id®beli összefügg®-
séget mutató tapasztalati mintánkat az id®tartományban (time domain, szemben a
gyakorisági tartománnyal � frequency domain) szeretnénk modellezni, akkor a követ-
kez® lépéseket kell követni.
Az id®sor-modellezés f® lépései (Box-Jenkins modellezés):

1. Az id®sor ábrázolása vonaldiagrammal
� ránézésre homogén, hasonlóan kinéz® részekre bontani (amelyek elegend®
mintaelemet tartalmaznak)

� kiugró/hibás/hiányzó értékek kezelése: kihagyás/javítás/békén hagyás
2. El®zetes transzformáció, például ha exponenciálisan n® az ábra alapján, akkor

érdemes logaritmust venni.
3. Trend komponens kisz¶rése
4. Szezonális komponens kisz¶rése
5. Modell illesztése � lépései:

(i) A megfelel® modellcsalád kiválasztása (a gyakorlatunkon ARMA/ARIMA)
(ii) a legjobb modell kiválasztása a modellcsaládon belül valamelyik informá-

ciós kritérium alapján, például ARMA(1,1)
(iii) paraméterbecslés alkalmas módszerrel (momentum, ML-becslés, legkisebb

négyzetek)
6. Modelldiagnosztika � lépései:

(i) becsült együtthatók szigni�kánsak-e
(ii) a modellb®l visszaszámolt reziduálisok fehér zaj folyamatot követnek-e
(iii) teljesül-e a homoszkedaszticitás. Amennyiben még heteroszkedasztikusak

a reziduálisok, akkor illesszünk rájuk GARCH folyamatot.
Amennyiben az illeszkedés megfelel®, akkor mehetünk tovább, ellenkez® esetben
ugorjunk vissza az 5. pontra vagy a 2. pontra.

7. El®rejelzés: általában ez a végs® cél, szeretnénk meglév® adataink alapján az
id®sor jöv®beli viselkedésére minél jobb jóslást adni.

Számos közgazdasági id®sor jól modellezhet® a következ® de�nícióban szerepl® modell-
család egy alkalmasan választott tagjával.

De�níció. SARIMA (szezonális ARIMA) modell. Az Xt folya-
mat SARIMA(p, d, q) × (P,D,Q)s folyamatot követ s periódussal, amennyiben
Yt = (1−B)d(1−Bs)DXt folyamat szezonális ARMA(p, q) folyamatból származik,
azaz a következ® alakba írható: P̃ (B)R̃(Bs)Yt = Q(B)S(Bs)εt, ahol

� P̃ (x) = 1− α1x− . . .− αpxp

� R̃(x) = 1− γ1x− . . .− γPxP
� Q(x) = 1 + β1x+ . . .+ βqx

q

� S(x) = 1 + δ1x+ . . .+ δQx
Q

Id®sorok spektrálelmélete

De�níció. Legyen Xt stacionárius folyamat, EXt = 0,
∞∑

h=−∞
|R(h)| <∞. Ekkor Xt

spektrális s¶r¶ségfüggvénye: f(x) = 1
2π

∞∑
h=−∞

e−ihxR(h), −∞ < x <∞.

Megjegyzés. Elég [−π;π] intervallumon megnézni, mert periodikus.

Állítás. A spektrális s¶r¶ségfüggvény tulajdonságai:
� f páros, azaz f(−x) = f(x) ∀x ∈ R esetén
� f(x) ≥ 0 ∀x ∈ R esetén

� R(h) =
π∫
−π

eihxf(x) dx

Megjegyzés. A spektrális s¶r¶ségfüggvény (1 valószín¶séggel) egyértelm¶.

Megjegyzés. f Fourier-együtthatói épp az R(h) autokovarianciák.

Állítás. Az f : [−π;π] −→ R függvény spektrá-
lis s¶r¶ségfüggvénye egy gyengén sta-
cionárius folyamatnak

aa ⇐⇒

� f páros;
� f ≥ 0;

�

π∫
−π

f(x) dx <∞.

Következmény.

R(h) abszolút szummábilis függvény
autokovariancia függvénye egy gyen-
gén stacionárius folyamatnak

aa ⇐⇒

� R páros;

� f(x) = 1
2π

∞∑
h=−∞

e−ihxR(h) ≥ 0

∀x ∈ [−π;π] esetén.

De�níció. Pozitív szemide�nit függvény. A g : Z→ C függvény pozitív szemide-
�nit, ha minden n ∈ Z+ és minden t1, . . . , tn ∈ Z esetén a [g(|ti − tj |)]i,j=1,...,n mátrix
pozitív szemide�nit.

Tétel. Az autokovariancia függvény spektrális reprezentációja.

Az R(h) függvény egy gyengén
stacionárius folyamat autokova-
riancia függvénye

i ⇐⇒

∃F : [−π;π] −→ R jobbról folytonos, nem-
csökken®, korlátos, F (−π) = 0 függvény,

amire R(h) =
π∫
−π

eihx dF (x).

A fenti tételben lév® F neve: spektrális eloszlásfüggvény. Ha

� ∃f : F (x) =
x∫
−π

f(y) dy, akkor azt mondjuk, hogy a folyamat folytonos spektru-

mú f spektrális s¶r¶ségfüggvénnyel;
� F tiszta ugrófüggvény, akkor azt mondjuk, hogy a folyamat diszkrét spektrumú.

Következmény. F (π) = R(0) = D2Xt, így F nem eloszlásfüggvény (valószín¶ségszá-
mítási értelemben), mert el®fordulhat, hogy F (π) 6= 1!

A következ®kben két általánosabb eredményt mondunk ki.

Tétel. Herglotz-tétel. Legyen R : Z → C pozitív szemide�nit függvény. Ekkor
létezik olyan Q véges mérték [−π;π] intervallumon, amire R(h) =

∫
[−π;π]

eihx dQ(x).
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Id®sorelméletben a Herglotz-tételt az R-rel jelölt autokovariancia függvényre használ-
juk, amir®l könnyen látható, hogy pozitív szemide�nit. A Herglotz-tételben szerep-
l® Q mértéket spektrálmértéknek nevezzük. Ebb®l a spektrális eloszlásfüggvény:
F (x) = Q ([−π, x)), illetve amennyiben Q abszolút folytonos a λ Lebesgue-mértékre
nézve, akkor az f = dQ

dλ Radon-Nikodym derivált a spektrális s¶r¶ségfüggvény.

Megjegyzés. Ebben a tételben egy mérték szerinti integrál szerepel, míg az eggyel
korábbi tételben Riemann-Stieltjes értelemben vett integrál volt.

Egy kis kitekintés: nemcsak a sztochasztikus folyamat autokovariancia függvényének,
hanem magának a folyamatnak is van spektrális el®állítása, ezt mutatja be a következ®
tétel.

Tétel. Sztochasztikus folyamat spektrális reprezentációja.
Legyen T = Z, Xk 0 várható érték¶ gyengén stacionárius folyamat. Ekkor létezik
olyan φ ortogonális sztochasztikus mérték, amelyre Xk =

∫
[−π;π]

eikµ dφ(µ), k ∈ Z.

Ebben a tételben két dolog is a leveg®ben lóg:
� mi az a sztochasztikus mérték (a lényege röviden: halmazhoz valószín¶ségi vál-
tozót rendel), illetve mikor lesz ortogonális;

� hogyan de�niálandó egy ilyen mérték szerinti integrál.
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