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@ Motivacis

e Kiszébmeghaladasi modellek (Threshold models)
© Bootstrap és profil likelihood

0 Alkalmazasok magyarorszagi csapadékadatokra

© Osszefoglalas
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Motivacio

@ Klimavaltozas — leggyakrabban a hémérsékletet vizsgaltak
@ Fokusz: a csapadékadatok extrém értékei
@ Aktualitas: a 2014-es kora nyari arviz
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Motivacio

Klimavaltozas — leggyakrabban a hdmérsékletet vizsgaltak
Fokusz: a csapadékadatok extrém értékei
Aktualitas: a 2014-es kora nyari arviz

Kiszébmeghaladas — tébb informacié marad meg, mint az éves
maximumok vizsgalata esetén

Felsd kvantilisek becsléseire matematikai eljaras

Hagyomanyos bootstrap mddszerek az extrémérték-elemzésben
— tul szlik konfidenciaintervallumok

Térbeli kapcsolatok vizsgalata
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Egydimenzids kiiszObmeghaladasi modellek |.

@ Kezdetek: 1970-es évek

@ Kiszébérték (threshold): u

@ Véletlen jelenség egy minket érdekld jellemzéje: X

@ Klszdébmeghaladds: X —u| X >u

@ KuszObmeghaladas elofv.-e: Fy(z) = P(X —u<z| X > u)
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Egydimenzids kiiszObmeghaladasi modellek |.

@ Kezdetek: 1970-es évek

@ Kiszébérték (threshold): u

@ Véletlen jelenség egy minket érdekld jellemzéje: X

@ Klszdébmeghaladds: X —u| X >u

@ KuszObmeghaladas elofv.-e: Fy(z) = P(X —u<z| X > u)

@ Egy valészinliségi valtoz6 altalanositott Pareto-eloszlast (GPD)
kévet, ha eloszlasfliiggvénye a kdvetkezo:

Heo(2) {1 _ (1 +§f)5 ha¢+#0

1-e % ha¢=0
Alakparaméter Eloszlascsalad Tarté
7 ¢ o 1
o £E>0 II. tipusu Pareto <0, & E) 0<z
£€=0 Exponencidlis (1) 0<z
£<0 0<z<-¢

3
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Egydimenzids kiisz6bmeghaladasi modellek L.

o Extrémérték-elmélet 2. alaptétele (Pickands-Balkema-de Haan
tétel, 1974-75):
Legyenek Xi, ..., X, i.i.d. valoszinUségi valtozok kdzds F
elofv.-nyel és F, kiisz6bmeghaladas-elofv.-nyel.
TegyUk fel, hogy X;; aszimptotikusan GEV-eloszlashoz tart.
Legyen xp = sup{x e R: F(x) < 1}.
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Egydimenzids kiisz6bmeghaladasi modellek L.

o Extrémérték-elmélet 2. alaptétele (Pickands-Balkema-de Haan
tétel, 1974-75):
Legyenek Xi, ..., X, i.i.d. valoszinUségi valtozok kdzds F
elofv.-nyel és F, kiisz6bmeghaladas-elofv.-nyel.
TegyUk fel, hogy X;; aszimptotikusan GEV-eloszlashoz tart.
Legyen xp = sup{x e R: F(x) < 1}.
Ekkor létezik egy olyan o(u) mérhet6 fliggvény, amelyre

Jim OSZS;XQ_UIFU(Z) He o(u)(2)] = 0.

@ A csapadékadatok adott kiiszdb feletti értékeinek modellezésére a

GPD-eloszlas megfelel6 valasztas.

@ Kiszdb megvalasztasa?
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Paraméterbecslés GPD-eloszlas esetén

@ Tegyik fel, hogy € # 0
_1_4
e Siriségfiiggvény: he ,(z) = 1 (1 + %Z) ‘

n ~
@ Log-likelihood fliggvény: I(&, o[xp) = > log he o (X;) ~ 6,&
i=1
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Paraméterbecslés GPD-eloszlas esetén

@ Tegyuk fel, hogy & # 0
_1_4
o Sirliségfuggvény: he ,(z) = 1 (1 n &g) g

n ~
@ Log-likelihood fliggvény: I(&, o[xp) = > log he o (X;) ~ 6,&
i=1

@ Visszatérési szint: azon kiiszdbszint, aminél magasabb értékek
csak bizonyos évente fordulnak el6. Precizen: ha
o /év alatt
o n megfigyelésiink van (évente 7 megfigyelés), és
o a minket érdekld visszatérési idd m év, akkor
o avisszatérési szint az adatok/eloszlas g =1 — %%—kvantilise.
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Paraméterbecslés GPD-eloszlas esetén

@ Tegyuk fel, hogy £ # 0
_1_4
e Siriségfiiggvény: he ,(z) = 1 (1 + %Z) ¢
n ~
@ Log-likelihood fliggvény: I(&, o[xp) = > log he o (X;) ~ 6,&
i=1

@ Visszatérési szint: azon kiiszdbszint, aminél magasabb értékek
csak bizonyos évente fordulnak el6. Precizen: ha
o /év alatt
o n megfigyelésiink van (évente 7 megfigyelés), és
o a minket érdekld visszatérési idd m év, akkor
o avisszatérési szint az adatok/eloszlas g =1 — %%—kvantilise.

o Uj paraméterek: a ¢ alakparaméter és a H='(q) visszatérési szint
o o =0(¢H(q) = 1@

T (-g)
n —

@ e H T (@Xn) = X100 he g (X) ~ & H1(@)

1
1—q) ' -1 1og)'—1) & "
ahol h&Hq(q)(Z) = % (1 + Z%)
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Kétdimenzios kiiszébmeghaladasi modellek

@ BGPD I. modellek: minden koordinata esetén meghaladas

o Relative kevés adat marad
o Matematikailag kezelhetébb

@ BGPD Il. modellek: legalabb az egyik koordinata esetén
meghaladas
o Kiiszébvektor: u = (uy, to)
o Kiiszébmeghaladas: X —u | max(X—u) >0
o Kétvaltozdés GPD-eloszlés:
H(z1,22) = a0 109 G(min(g(’g‘)ﬁ)n(zbo)), ahol 0 < G(0,0) < 1
és G a kétvaltozos extrémérték-eloszlas elofv.-e
@ A peremek nem feltétlenil (egydimenziés) GPD-eloszlastak
@ Minden perem fligg minden paramétertdl
o FO elbny: tobb adat marad, igy megbizhatébb a
paraméterekbecslés
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Sulyozott likelihood bootstrap |.

@ Torténete:
o Newton-Raftery (1994), Michael E. Newton (1991) disszertacidja
o Alkalmazasok: kopuldk, regressziés modellek, AR, GARCH
folyamatok
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Sulyozott likelihood bootstrap |.

@ Torténete:
o Newton-Raftery (1994), Michael E. Newton (1991) disszertacidja
o Alkalmazasok: kopuldk, regressziés modellek, AR, GARCH

folyamatok
@ Bootstrap sulyok: 7, aholi=1,...,.nésn=1,2 ...
valoszinlségi valtozok

@ Feltételek a sulyokra vonatkozéan:

o Flggetlenek az adatgeneralé folyamattol

@ P(rj >0)=1; i=1,..,n n=12 .

® Tpni,...,Tnn €ls® két momentuma véges és minden fix n-re
megegyezik

o lmEm=1 i=1,2,..
n—oo

o v:=lmErZ<oco i=1,2,..
n—oo
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Sulyozott likelihood bootstrap |l.

@ Példak lehetséges sulykészletre: fliggetlen exponenciélis,
polinomialis, Dirichlet-eloszlas

@ Sulyozott bootstrap log-likelihood fliggvény:
n

—_——

(&, H(q)Xn) = ; 7i10g Ae -1 (X))~ &, H-1(q)

@ Bizonyos regularitasi feltételek esetén az igy kapott becslés
(gyengén) konzisztens és aszimptotikusan normalis majdnem
minden minta esetén.
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Profil likelihood

@ Profil log-likelihood fuggvény:
b(H~1(q)Xn) = max /(& H(q)[Xn)

@ Ha¢éés m) jeloli az ML-becsléseket, akkor bizonyos
regularlta5| feltételek esetén

[HE AT @IXn) ~ b(H (@)Xn)] -2 2
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Profil likelihood

@ Profil log-likelihood fuggvény:
b(H~1(q)Xn) = max /(& H(q)[Xn)

@ Ha¢éés m) jeloli az ML-becsléseket, akkor bizonyos
regularlta5| feltételek esetén

2 [IE, H(@)%0) = b(H(@)Xn)] ~L 33
@ Ugyancsak teljesiil a megfeleld I* és I sulyozott boostrap
verzidkra 4
2 [IF(EH 1 (@IXn) — B(H(@)Xn)] ~% 38,
@ Ennek segitségével a-konfidenciaintervallumot lehet késziteni a
visszatérési szintre (aItaIaban nem szmmetrikus)'

= {H1(@) : (H (@) > (& A ()x) — 5=
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Csapadékadatok

@ Forras: a European Climate Assessment & Dataset racsos
adatbazisa (http://www.ecad.eu/)

@ Napi csapadékmennyiség 1950 és 2013 kdz6tt 5 magyarorszagi
telepllés kbzelében

@ Kiszéb: 10 mm (minden allomésra)
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Klszébmeghaladasok szama évente

Tapolcan a 10 mm-es kiszoéb feletti napok szamanak alakulasa
évente:

Frequency of days with precipitation above 10 mm at Tapolca

30
|
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L

Frequency
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T T T T
19‘50 19‘60 1570 1980 1990 2000 2010
Year

@ Nem figyelhetdé meg egyértelmiien névé/csékkend tendencia
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Kiszébmeghaladasok szama havonta

A valasztott u=10 mm-es kiisz6b feletti havi gyakorisagok:

Hoénapok Tapolca Varpalota Székesfehérvar Budapest Hatvan
Januér 33 30 35 37 32
Februar 30 31 28 36 31
Marcius 37 30 15 15 19
Aprilis 60 53 41 46 35
Majus 96 80 74 78 79
Junius 134 103 104 110 89
Julius 124 97 81 79 79
Augusztus 135 105 91 70 75
Szeptember 113 91 69 65 71
Oktéber 89 80 67 62 58
November 102 102 82 91 82
December 66 56 56 59 49

@ Szezonalitas figyelhetd meg az extrém értékeknél

@ A nyari hénapokban volt a legtébb kiiszdb feletti erték

@ Atéli (DJF) és nyari (JJA) hdnapok kilén kezelése

Varga Laszl6 (ELTE)

Kuszébmeghaladasi modellek alkalmazésai
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GPD modell illesztése |.

@ GPD-eloszlas illesztése a nyari és a téli hdbnapokra minden
allomas esetén

A becsult paraméterek értékei allomastol és honaptol fliggden:

8 -
o A + X
o o
371+ <
O
] A
21
M
EN O
g
o o Tapolca
?IJ’ 1 A Vérpalota
+ Székesfehérvar
g | © Winter X Budapest
? | O Summer % < Hatvan
3.0 35 4.0 45 (g 50 55 6.0 6.5
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GPD modell illesztése II.

Az illeszkedés QQ-plot-ja Szekesfehérvar allomasra:

Székesfehérvar summer Székesfehérvar winter
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Visszatérési szintek becslése

Becslilt visszatérési szintek és 95%-0s konfidenciahalmazok profil likelihood és sulyozott

£ E

Return value (mm)
7

2

w0 s e 7o

Return value (mm)

2

(polinomialis) bootstrap profil likelihood médszerek esetén:

(a) Budapest, winter

(b.) Hatvan, winter

--- Bootstrap profile, multinomial weights
—— Profile
—— Estimated quantile

s 10
Return period (years)

(c.) Budapest, summer

Return value (mm)
2 £ s

2

Bootstrap profile, multinomial weights .
Profile e
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s o
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(d.) Hatvan, summer

--- Bootstrap profile, multinomial weights
—— Profile
—— Estimated quantile

E R

Return value (mm)
0 a0

Bootstrap profile, multinomial weights
Profile
Estimated quantile
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Lefedési valdszinliségek

0,95-6s konfidenciaintervallumok (also és felsd 2,5%) lefedési
valoszinlségei kevert GPD-eloszlas esetén budapesti becsult
sulykészlet esetén (w: nyari becslés sulya, 1 — w: téli becslés sulya):

Minta- Suly Profil Sulyozott boot  Sulyozott boot
méret (w) | likelihood (exponencidlis) (polinomidlis)
50 1 93.3 98.8 99.0
100 1 94.5 98.7 98.7
200 1 95.2 98.5 98.6
200 0.5 89.8 97.0 97.4
500 0.5 88.5 96.7 97.2
500 0.8 80.8 93.4 93.7

@ Exponencidlis sulyokkal egy kivétellel jobb lefedési
valészinliségek adodtak

@ Keverék eloszladsndl a sulyozott bootstrap jobb

@ A hagyomanyos profil likelihood nagyon aszimmetrikus

@ A tdbbi allomasnal hasonlé eredmények adédtak
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Az idobeli valtozas mértéke

20 éves mozgdablak eredmények Budapest allomasra:

Evolution of Evolution of
<
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@ A piros és a kék vonalak a teljes adatsorbdl készitett 99%-0s
konfidenciaintervallum alsé és felsé hatarai

@ Az extrémértékek nagysaga megndtt
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Osszefiiggdség iddbeli valtozasa (BGPD Il. modell) I.

20 éves mozgo6ablak eredmények négy allomasparra:

Budapest-Hatvan Varpalota—Székesfehérvar
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@ A szaggatott vonalak a teljes adatsorbdl készitett 95%-0s konfidenciaintervallum
alsé és felsé hatarai

@ Az 6sszefliggdségi paraméterek jellemzden csokkentek, majd megnbttek
@ Nagyobb tavolsag = kisebb 6sszefliggdség
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Osszefiiggdség iddbeli valtozasa l.

1965-84-es iddszakrél az 1993-2002-es idOszakra a fliggdségi paraméter
valtozasa allomasparonként:

5% Atlag 95% 1965-1984 1993-2012 Novekedés (%)
Tapolca-Varpalota 247 257 266 2.43 2.69 10.7
Tapolca-Szfv. 1.75 182 1.86 1.69 1.95 15.4
Tapolca-Budapest 143 152 1.61 1.41 1.59 12.8
Tapolca-Hatvan 1.44 154 1.6 1.35 1.5 11.1
Vérpalota-Szfv. 3.04 3.2 3.34 2.82 3.72 31.9
Varpalota-Budapest 1.99 2.05 2.11 1.74 2.38 36.8
Varpalota-Hatvan 1.68 1.73 1.79 1.45 2.07 42.8
Székesfehérvar-Bp. 3.28 342 357 2.66 411 54,5
Szfv.-Hatvan 229 237 246 1.92 2.89 50,5
Budapest-Hatvan 3.14 329 3.48 2.44 3.9 59.8

@ A Tapolca-Hatvan péaron kivil mindegyik névekedés szignifikans

Varga Laszl6 (ELTE)
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"Lefedési régidk" iddbeli valtozasa

10 éves "lefedési régiok" négy allomaspar esetén kiilénb6z6 idészakokra:

10-years return curves 10-years return curves
—— 1950-2012
= —— 1965-1984 24
—— 1993-2012 ° o
§ 24 s g
g
el S ol
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< g
&gl Tl
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@ A legnagyobb valtozas a (Budapest, Hatvan), (Budapest, Székesfehérvar) és
(Székesfehérvar, Hatvan) parokra volt megfigyelhet6é
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Osszefliggdség valtozasanak szignifikanciaja

@ p=P(X > Xr10, Y > ¥r10), @ahol xy19 és yr10 @ peremek 10 éves
visszatérési idonek megfeleld kvantilisei adott idészakra

1965-84-es idészakrél az 1993-2002-es idészakra a fenti p valdészin(iségek
hanyadosa allomaspéaronként:

Varpalota Székesfehérvar Budapest Hatvan

Tapolca 1.07 1.08 1.23 1.15
Varpalota - 2.21 1.86 1.75
Székesfehérvar - - 2.20 2.45
Budapest - - - 2.59

@ Vastagitott: a véltozas szignifikns volt
@ Miokozza a 2 feletti, magas értékeket?
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Osszefliggdség valtozasanak okai

@ p=P(X > Xr10, Y > ¥r10), @ahol xy19 és yr10 @ peremek 10 éves
visszatérési idonek megfeleld kvantilisei adott idészakra

1965-84-es idészakrél az 1993-2002-es idészakra a fenti p valdészin(iségek
hanyadosa allomaspéaronként:

Varpalota Székesfehérvar Budapest Hatvan

Tapolca 1.07 1.08 1.23 1.15
Varpalota - 2.21 1.86 1.75
Székesfehérvar - - 2.20 2.45
Budapest - - - 2.59

@ Vastagitott: a véltozas szignifikns volt
@ Miokozza a 2 feletti, magas értékeket?
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Osszefliggdség valtozasanak okai

@ A fliggbségi paraméter szignifikdnsan megnbtt
@ A peremek visszatérési szintjei jelentésen megemelkedtek

1965-84-es és 1993-2002-es iddszakokra a 10 éves visszatérési szintek
95%-0s sulyozott bootstrap (exponencidlis sulyok) konfidenciaintervallumai
allomasonkeént:

1965-1984 1993-2012 10 éves visszatérési
Allomas 10 éves Konf.int. 10-year Konf.int. szint névekedése
vt. szint  als6 felsé | vt. szint  alsé felsé (%)
Tapolca 38.97 32.91 54.55 41.64 35.16  58.36 6.85
Varpalota 33.08 27.78 47.51 39.24 32.89 55.54 18.61
Székesfv. 28.21 2487 37.12 37.46 30.40 56.73 32.79
Budapest 31.53 27.81 41.81 40.26 32.64 62.07 27.68
Hatvan 29.25 25.69 39.96 37.09 30.85 55.30 26.81

Varga Laszl6 (ELTE)
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Osszefoglalas

@ A sulyozott likelihood bootstrap hasznalhat6 az
extrémérték-elemzésben, és még szamitasi tébbletid6t se okoz.

@ A BGPD Il. modellek segitségével kivaldan a csapadékadatok
térbeli és iddbeli 6sszefliggései is feltarhatok, és a hagyomanyos
BGPD I. modellekhez képest kisebb minta esetén is megbizhatd
becslést lehet vellk kapni.

@ A kiugro csapadékértékek gyakoribba valtak, de ez a periédus
mar tébb évtizede tart.

@ Erosodott az 6sszefliggés a vizsgalt allomasparok tébbsége
kbzott.
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Koszonom a figyelmet!
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