Valo6szintiségszamitas és statisztika gyakorlat
Programtervezd informatikus szak, esti képzés

Jatékszabalyok

e 100 + x pontot lehet szerezni a félév soran:
- 50 pont: 1. ZH a félév kozepén
- 50 pont: 2. ZH a félév végén
- x pont: szorgalmi feladatokkal
e Mindkét ZH-n minimaélisan teljesiteni kell a 30 %-ot, azaz a 15 pontot.
e Ha egy ZH sikertelen, nem irod meg, vagy javitani szeretnél, akkor
vizsgaid@szak els§ hetén lesz lehet6ség a pétZH megirdsara vagy a ja-
vitasra. Csak az egyik ZH anyagabol javithatsz, és a jobbik eredményt
veszem figyelembe, azaz nem lehet rontani. Két sikertelen vagy meg
nem irt ZH esetén gyakUV-t {rsz, és maximum kettest kaphatsz.
e A 7H-kon a kiosztott tablazatokon kiviil hasznalni lehet egy Ad-es
lapra (akir mindkét oldalara) KEZZEL irott "puskat".

1 0 - 3499

2 35 - 49,99

e Osztalyozas: 3 50 - 64,99

4 65 - 79,99

5 80 - 1000
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Ajanlott irodalom
e Denkinger Géza: Valoszintiségszamitasi gyakorlatok (a valoszintség-
szamitéas részhez)
e Mori-Szeidl-Zempléni: Matematikai statisztika példatar (a statisztika
részhez)

1.) Egy érmével dobunk. Ha az eredmény fej, akkor még egyszer dobunk, ha
iras, akkor még kétszer.

a.) Mik lesznek a kisérletet leird eseménytér pontjai?
b.) Hatérozzuk meg az elemi események valoszintiségét!
c.) Mennyi a valoszintsége, hogy 6sszesen 1 fejet dobunk?

2.) Egy arany és egy eziist érmével dobunk, majd tjra dobunk azzal/azokkal
az érmével /érmékkel, amelyikkel /amelyekkel fejet kaptunk. Irjuk fel az ese-
ményteret! Hatarozd meg az elemi események valoszintiségét!

3.) Mi a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott 6 jegyd szam
jegyei mind kiilonbozek?

4.) Aritmethidban az autok rendszamai hatjegyd szamok 000000 és 999999
kozott. Mi a valdszintisége, hogy van 6 a jegyek kozott?

5.) Lottohtizas soran (5-6s lotto)

a.) milyen eséllyel lesz telitalalatom?
b.) milyen eséllyel lesz két talalatom?
c.) milyen eséllyel lesz legalabb két talalatom?

6.) Ha egy magyarkartya-csomagbol visszatevéssel hizunk 3 lapot, akkor mi
annak a valészintisége, hogy
a.) pontosan
b.) legalabb egy piros szintd lapot hizunk?

SZ1.) Mutasd meg, hogy amennyiben A, ..., A, tetszbleges események,

akkor P((] A;) > 3> P(A;) —n + 1. (1 pont)
=1 =1

SZ2.) Egy zsdkban 10 par cip6 van. 4 db-ot kivalasztva mi a valoszintisége,
hogy van kozottiik par, ha
a.) egyformak
b.) kiillonbozbek a parok? (1 pont)

7.) Egy 32 taga osztalyban a didkok angolt, németet vagy franciat tanulhat-
nak. Tudjuk, hogy angolul 20-an tanulnak, németiil 12-en, francidul pedig
9-en. Angolul és németiil egyszerre 5-en, németiil és francidul egyszerre 3-
an, angolul és francidul 2-en, és senki nem tanulja mind a harom nyelvet.
Mekkora a valdszintisége annak, hogy egy véletlenszertien vélasztott tanuld
legalabb az egyik idegen nyelvet tanulja?

8.) Mennyi a valészintsége, hogy két kockadobasnal mind a két dobés 6-os,
azzal a feltétellel, hogy legalabb az egyik dobas 6-0s?

9.) Harom kiilénb6z6 kockaval dobunk. Mekkora a valoszintsége, hogy az
egyik kockaval 6-ost dobunk, feltéve, hogy a dobott szamok &sszege 127



10.) 100 érme koziil az egyik hamis (ennek mindkét oldalan fej van). Egy
érmét kivalasztva és azzal 10-szer dobva, 10 fejet kaptunk. Ezen feltétellel
mi a valészintisége, hogy a hamis érmével dobtunk?

11.) Osztozkodasi probléma: hogyan osztozzon a téten két jatékos, ha 2:1
allasnal félbeszakadt a 4 gyGzelemig tartdo mérkszésiik? (Tth. az egyes ja-
tékok egymastol fiiggetlenek, barmelyikiik 1/2 valoszintdséggel nyerhet az
egyes jatékoknal.)

SZ3.) A 32 lapos kartyacsomaghol kihtizunk 7 lapot. Mennyi annak a
valoszintisége, hogy a lapok kozott mind a négy szin elfordul? (1 pont)

SZ4.) A golyabalon 400 hallgaté vesz részt. Megérkezéskor mindenki leadja
a kabatjat a ruhatarba: kapnak egy cédulat, ami egy szdmot tartalmaz. A
ruhatdros néninek pedig a cédulanak megfelel§ fogas helyére kellene vinni
a ruhat. Egy bokkend van: a néni nem tud olvasni, ezért véletlenszeriden
felakasztgatja a kabéatokat (a hallgatoknak ez nem ttnik fel). A bal végén
mindenki odamegy a ruhatarhoz a ruhajiért. Hatarozd meg annak a valo-
szintiségét, hogy senki se a sajat kabatjat kapja! (2 pont)

SZ5.) Cilike és Dani pingpongoznak. Minden labdamenetet, egymastol
fiiggetleniil, 1/4 valoszintséggel Cilike, 3/4 valoszintséggel Dani nyer meg.
A jelenlegi allas 19:18 Cilike javara. Mennyi annak a valdészintisége, hogy a
meccset mégis Dani nyeri meg? (Az nyer, akinek sikeriil legalabb két pontos
el6ny mellett legalabb 21 pontot szerezni.) (2 pont)

12.) Adjuk meg annak a valdszintiségi valtozénak az eloszlasat, ami egy hat-
gyermekes csalddban a fidk szdmat adja meg. Tegyiik fel, hogy mindig %—% a
fidk, ill. a lanyok sziiletési valoszintsége, és az egyes sziiletések fiiggetlenek
egymastol.

13.) Jeldlje py annak a valoszintiségét, hogy egy lottohuzasnal (90/5) a legna-
gyobb kihtzott szam k. Szamitsd ki a py értékeket, és mutassuk meg, hogy
ez valoban valdszintségi eloszlas!

14.) Legyenek A, B, C, D, egy szabéalyos tetraéder csiuicsai. Egy légy az A cstcs-
bél indulva sétal a tetraéder élein, mégpedig minden csticsbol véletlenszerten
valasztva a lehetséges harom irany koziil. Jeldlje X azt a valoszintiségi val-
tozot, hogy A-bél indulva, hanyadikra ériink vissza el6szér A-ba. Irjuk fel
X eloszlasat! Mutassuk meg, hogy ez valoban valdsziniiségi eloszlas!

15.) Egy tétova hangya a szamegyenesen bolyong. 0-bél indul és minden
lépésnél egyforma valészintiséggel vagy jobbra, vagy balra 1ép. Mennyi a

valészintisége, hogy 2n lépés utan a hangya k-ban lesz?

SZ6.) Legyenek az Ay, As és Az események egymast kizaré események,
melyek a P(A1)=p1, P(A2)=p2 és P(As3)=ps valosziniiségekkel kovetkeznek
be. Mennyi a valészintisége, hogy n fliggetlen kisérletet végezve, a kisérletek
soran az Ag el6bb kovetkezik be, mint az A; vagy az As? Szémitsuk ki e
valoszintiség hatarértékéket, ha a kisérletek szama a végtelenhez tart! (2
pont)

SZ7.) Hanyszor kell két kockat feldobnunk, hogy 0,99-nél nagyobb val6szi-
niiséggel legalabb egyszer két hatost dobjunk? (1 pont)

16.) Egy sorsjatékon 1 darab 1 000 000Ft-os, 10 db 100 000Ft-o0s, és 100 db 1
000Ft-os nyeremény van. A jatékhoz 10 000 db sorsjegyet adtak ki. Mennyi
a sorsjegy ara, ha egy sorsjegyre a nyeremény véarhato értéke megegyezik a
sorsjegy araval?

17.) Jelolje X az 6toslotton kihuzott lottoszamoknal a parosak szamat. Adjuk
meg X varhato értékét.

18.) Két kockaval dobunk. Egy ilyen dobéast sikeresnek neveziink, ha van 6-os
a kapott szamok koézott. Varhatéan hany sikeres dobasunk lesz n préobalko-
7asbol?

19.) Héaromszor olyan val6szini, hogy egy évben két ember 6li magat a Du-
néaba, mint az, hogy 6t. Mi a valdszintisége, hogy egy évben legfeljebb egy
ember lesz igy ongyilkos?

20.) Egy 200 oldalas konyvben 20 sajtoliba taldlhato véletlenszertien el-
szorva.

a.) Mennyi a valoszintisége, hogy a 100. oldalon t6bb, mint egy ajtohiba
van?

b.) Hény sajtohuba a legvaloszintibb a 100. oldalon?

c.) Mennyi a valoszintisége, hogy a 13. és a 14. oldalon egyiitt tobb, mint
két hajtéhiba van?

21.) 5-szor dobunk egy szabalyos kockaval. Legyen X a 6-osok szama.
D?(X)=7

SZ8.) Egy szabalytalan érmét addig dobalunk, amig fejet nem kapunk.
Annak a valdszintisége, hogy péros sokszor kell dobnunk, harmad akkora,
mint annak, hogy paratlan sokszor. Mekkora a fejdobas valoszintisége? (2
pont)

SZ9.) Legyen X binomidlis eloszlast valoszintiségi valtozo, amirgl ismertek:



EX=8, DX=2. Hatéarozd meg a P(X<16) valoszintiséget! (1 pont)

22.) Az X ésY valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasat a kovetkezs tablazat
mutatja.

Y\ X 1 | 2 | 3 | Y peremeloszlasa
5 T Z 3
0|19 |10
10 16 | 30 | 10
X peremeloszlasa

a.) Hatarozd meg X és Y eloszlasat, varhato értékét, szorasnégyzetét!

b.) X ésY fiiggetlenek egymastol? Amennyiben nem, hatérozd meg a kor-
relacidjukat!

c.) P(X <3|Y <7)=?

d) EY|X =2)=?

23.) Legyen X ésY fiiggetlen, azonos eloszlast. Tegyiik fel azt is, hogy véges
szorasuak. R(X,aX +bY) =7

SZ10.) Egy tanyéron 8 dios és 4 mékos siitemény van. A didsak koziil
kettdnek, a makosak koziil haromnak égett az alja. Addig hizunk a tanyérrol
visszatevés nélkiill, amig didsat vagy égett aljut nem hiizunk.

a.) Legyen X a kihuzott égett alju siitemények szdma, Y pedig a kihuazott
mékos siitemények szama. Add meg X és Y egyiittes eloszlasat és a
peremeloszlasokat (foglald téablazatba)!

b.) R(X,Y) =7 (2+1 pont)

SZ11.) Legyen (X,Y) diszkrét valoszintségi vektorvaltozo, mely 3 értéket
vesz fel azonos valoszintiséggel: (—1;0,5),(0;1),(1;1,5).

R(X,Y)=? Meglep6-e az eredmény és miért? (1 pont)

24.) Ird fel és 4brazold az eloszlasfiiggvényt, ha X
a.) indikatorvaltozo p = 1/2 parameéterrel,
b.) egy olyan kockadobas eredménye, ahol a kockdn egy 2-es, két 4-es és
harom 5-6s van.

0 hax <0
25.) Mely c-re lesz eloszlasfiiggvény F(x) = < ca® ha 0 <z <3
1 ha3 <z

P(—1 < X < 1) =7 Hatarozd meg a strtiségfiiggvényét!

26.) Legyen X siirtiségfiiggveénye a kivetkezd:

4
o |

cx® hal<z<l1
0 kiilonben
a.) Hatarozd meg a ¢ értékét és X eloszlasfiiggvényét!
b.) P(X < —0.5)=? P(X <0.5)=? P(X <1.5)="
c.) D*(X) =?
haz>1

c
27.) Legyen X stirtiségfiiggvénye a kovetkezs: f(z) = ¢ **
0  kiilénben

a.) ¢=7, F(x) ="

b.) P(X <2)=? P(X >3)=?

c.) BE(X) ="

d.) D*(X) =?

28.) Legyen X siirtiségfiiggvénye a kivetkezd:

g hal0<z<2

f(z) = é ha2<z<e
0 kiilénben

a.) ¢c=7 F(x) ="
b.) E(X)=? D(X)=?

29.) Tegyiik fel, hogy az egyetemistak IQ teszten elért eredménye normalis
eloszlast 105 varhat6 értékkel és 10 szérdssal. Mi a valészintsége, hogy
valaki 120-n4l t&bb pontot ér el a teszten?

30.) Mennyi garanciat adjunk, ha azt szeretnénk, hogy termékeink legfeljebb
10%-4at kelljen garanciaidén beliil javitani, ha a késziilek élettartama 10 év
varhato értéki és 2 év szorést normalis eloszléssal kozelithet§?

SZ12.) Az A és B allandok mely értékére lehet az
F(z) = A+ Barctgx(—oo < & < 00) eloszlasfiiggvény? (1 pont)

SZ13.) Egy egyszert csapadék-modell lehet a kovetkezs: annak az esélye,
hogy egy adott napon nem lesz csapadék, 0.6. Ha van csapadék, akkor
a mennyisége exponencialis eloszlasta, A\ = 2 paraméterrel. Adjuk meg a
csapadékmennyiség eloszlasfiiggvényét. Mi a valdszintisége, hogy legalabb 1
mm csapadék lesz? Abszolut folytonos-e az eloszlas? (2 pont)

31.) U és V valoszintiségi valtozokrol a kovetkezdket tudjuk: R(U,V)

—0,75; EU = 4; EV =6; D(U) = D(V) = % Becsiild alulrél a P(8 <



U +V < 12) valoszintiséget!

32.) Hamis érmével dobunk, a fej valoszintisége 0,51.

a.) Becsiiljiik meg a Csebisev-egyenlGtlenséggel, majd a centralis hatarér-
téktétel segitségével is annak a valoszintiségét, hogy 10 ezer dobésbdl
legalabb 5050 fej!

b.) Hényszor kell dobni, hogy a fejek relativ gyakorisaga legalabb 97,5 %-os
valészintiséggel tobb legyen, mint 0,5057

33.)
a.) Legyenek X; ~Ind(p) (: = 1,2,...) val. valtozok. Mihez konvergal
X+ +Xp o

n
b.) X jelolje az i-edik kockadobas eredményét. Mihez konvergél
34.) Tegyiik fel, hogy egy tabla csokoladé tomege normalis eloszlasu 100 g
varhato értékkel és 3 g szorassal, valamint, hogy az egyes tdbldk tomege
egymastol fiiggetlen. Legalabb hany csokoladét csomagoljunk egy dobozba,
hogy a dobozban levs tablik atlagos tomege legalabb 0,9 valdszintséggel
nagyobb legyen 99,5 g-nal?
SZ14.) Legyenek X;~ E(0,1), i = 1,...,n flggetlen val. valtozok,
és jeldlje Y, a maximumukat. Szamitsuk ki a kovetkez§ mennyiséget:
nh_)ngoP (n(1—=Y,) >t) (1 pont)

Xi+.+X2 o
"

2n
lim e™™ > %7 (2 pont)

SZ15.) Szamitsuk ki a kovetkezd mennyiséget:

35.) Legyen X ~Exp(A). Hatérozd meg X moduszat és tetszoleges kvantilisét!
Hasonlitsd 0ssze a mediint és a varhato értéket!
36.) Legyen X ~Ind(p). Hatérozd meg X moduszat és kvantilisfiiggvényét!
37.) Legyen X1, ..., Xoo i.i.d. minta N (m, 12) eloszlasbol. Célunk az ismeretlen
m paraméter becslése. Tekintsiik az aldbbi harom statisztikat:
o 11 (X) = Xsg,
o Ty(X) = 2357,
o T3(X) = KXot
a.) A fenti statisztikak koziil melyek torzitatlanok? Amelyik nem torzitat-
lan, hogyan tudnank torzitatlanna tenni?
b.) Vizsgaljuk meg a fenti statisztikdk koziil a torzitatlanokat hatésossag
szempontjabol!
38.) n elemii A\-paraméterd exponencidlis minta esetén adjunk torzitatlan

3\

becslést e 3 L

-ra és y-ral

39.) Adjunk meg torzitatlan becslést a [0, 0] intervallumon egyenletes eloszlas
paraméterére
a.) a mintaatlag
b.) a maximum
segitségével. Hasonlitsuk 6ket 6ssze hatésossag szempontjabol! Melyik becs-
lés konzisztens?

40.) Mutassuk meg, hogy exponenciélis eloszlast minta esetén 7'(X) = n -
min(X1, ..., X,,) statisztika torzitatlan, de nem konzisztens becslése a varhato
értéknek.

SZ16.) Piroska kigondolt valahadny szamot, a farkas pedig kiszamitotta
a tapasztalati szérasnégyzetiiket: 15,84 ; valamint a korrigélt tapasztalati
szorasnegyzetiiket: 19,8 . Hany szamra gondolt Piroska? (1 pont)

SZ17.) Adjunk torzitatlan becslést a [0, 6] intervallumon egyenletes eloszlas
parameéterére a minimum segitségével. Szamoljuk ki a becslés szorasat is. (2
pont)

SZ18.) Legyen Xi,..., X, ii.d. minta Bin(k,p)-bdl, Y1,...,Y,, iid. minta
Bin(l, p)-bdl, és tegyiik fel, hogy a két minta egymastol is fiiggetlen. Milyen
(a,b) szampérokra lesz aX + bY a p paraméter torzitatlan becslése? Ezen
szamparok koziil melyikre lesz a becslés szordsa minimalis? (3 pont)

41.) Egy osztalyban a didkok magassaga: (cm)

180 163 150
157 165 165
174 191 172
165 168 186

Elemezd a didkok testmagassagat az atlag, a korrigalt tapasztalati szorés,
szorasi egyiitthato és boxplot abra (kvartilisek) segitségével! Ertelmezd is
az eredményeket!

42.) Hatarozzuk meg az ismeretlen paraméter(ek) maximum likelihood becs-
lését, ha a minta
a.) Pascal (=Geom(p) );
b.) Exp(A);
c.) Poi(A).

43.) Becsiild a paramétert momentum-modszerrel az alabbi esetekben:
a.) Exp(N);



44.) Legyen az Xi,...,X, minta a kovetkez6 diszkrét eloszlasbol:
P(Xi1=1)=c, P(X1=2)=3c¢, P(X1=3)=1-4c (c az ismeretlen paraméter). Te-
gyiik fel, hogy az n mintaelembdl y; darab veszi fel az i értéket (i=1,2,3).
a.) Hatarozzuk meg ¢ momentum-becslését!

b.) Hatarozzuk meg ¢ ML-becslését!

45.) Legyen a Z1,...,Zs minta N(m,2?) eloszlast. A megfigyelt értékek a

kévetkezSk: 6; 4,5; 2.5; 2; 1.

a.) Hatarozzunk meg 95%-o0s (99%-0s) megbizhatoségu konfidenciainterval-
lumot m-re!

b.) Hény elemi mintara van sziikségiink 95%-os megbizhatosagi szinten, ha
azt szeretnénk, hogy a konfidenciaintervallum legfeljebb 0,01 hosszusagu
legyen?

c.) Mi valtozik az a.) esetben, ha a szorast nem ismerjiik?

d.) Adjunk a szorasra 98%-os megbizhatosagn konfidenciaintervallumot.

X?;;o,m =0,3 Xi;o,gg = 13,28

SZ19.) Hatarozzuk meg az ismeretlen paraméterek ML becslését, ha a minta

N(u, 0?), ahol p valés és >0, mindketten paraméterek. (1 pont)

46.) Valaki azt allitja, hogy a klima valtozik, és ezt azzal véli bizonyitottnak,
hogy az elmnlt 10 évben 2-szer is volt jégesd, pedig kordbban az egyes évekre
a jégesd valoszintsége a hivatalos adatok alapjan csupan p=0.1 volt. Irjuk fel
a hipotéziseket, a probat és allapitsuk meg az elséfaja hiba val6szintségét,
valamint az eréfiiggvényt a p=0.2 pontban!

47.) Az alabbi minta 4 év oktober 18-an Budapesten mért napi kézéphsmeér-
séklet adatait tartalmazza. Ellendrizziik a Hy: m =15 hipotézist a =0.05
els6fajii hibavalészintiség mellett értelmes alternativ hipotézissel szemben.
Ko6zéphom. (C fok) adatok:

14,8 [ 122 [ 168 [ 11,1 |

a.) A korabbi tapasztalatok alapjan tekintsiik az értékek szorasat 2-nek.
Adjuk meg a p-értéket is.

b.) Ne hasznéljunk a szérasra vonatkozoan elGzetes informaciot.

48.) Az Informatikai Kar III. évfolyaman 300-an tanulnak. Megszamoltak,
hogy a legut6bbi vizsgaidGszakban hanyszor buktak az egyes hallgatok. Az
eredményeket tartalmazza az alabbi tablazat.

Bukasok szama 0 1 213 |4
Hallgatok szama | 80 | 113 | 77 | 27 | 3
a.) Elfogadhatjuk-e azt a hipotézist, hogy egy hallgaté bukéasszama
Bin(4; 0,25) eloszlasu?
b.) és azt, hogy Bin(4;p) eloszlasu?
49.) Az alabbi kontingencia-tdblazat mutatja, hogy 100 évben a csapadék
mennyisége és az atlaghdmérséklet hogyan alakult.

Csapadék | Kevés Atlagos Sok
Hémeérséklet
Hiivos 15 10 5
Atlagos 10 10 20
Meleg ) 20 )

(A cellakban az egyes esetek gyakorisagai taldlhatoak.) Tekintheté-e a csa-
padékmennyiség és a hémérséklet fiiggetlennek?

50.) Legyen X a hatosok szama 6 kockadobasboél, Y pedig X + Z, ahol Z
tovabbi 6 kockadobédsbol a hatosok szdma. Mi lesz Y legkisebb négyzetes
kozelitése X segitségével, ha
a.) X linearis fiiggvényével kozelitiink;

b.) X tetsz6leges fiiggvényevel kozelitiink?

51.) Legyenek adottak a kovetkez6 (x,y) parok:

z |0 1 6 5 3
yi |4 3 0 1 2

a.) Hatarozzuk meg és abrazoljuk is az aX + b alaku regesszios egyenest.

b.) Szamoljuk ki a rezidudlisokat és becsiiljiik meg a hiba-szorasnégyzetet.
c.) Adjunk elérejelzést x=10-re a regresszios egyenes alapjan.

52.) Véletlenszertien vélasztunk egy szot az aldabbi mondatbol: EGY TEVE
LEGEL A KERTBEN. A feladatunk az, hogy kitalaljuk a sz6 hosszat ugy,
hogy a tényleges és a tippelt szohossz kozotti eltérés négyzetének varhato
értéke minimalis legyen.

a.) Mit tippeliink, ha semmi informacié nem all rendelkezésiinkre?
b.) Hogyan tippeliink, ha valaki megsigta a szoban szerepls "e"-betiik sza-

mat?
c.) Hogyan tippeljiink, ha az "e" bettik szaménak linearis fiiggvényét hasz-
néalhatjuk?




