Valo6szintiségszamitas és statisztika gyakorlat
Programtervezd informatikus szak, esti képzés

1.) Egy érmével dobunk. Ha az eredmény fej, akkor még egyszer dobunk, ha
iras, akkor még kétszer.
a.) Mik lesznek a kisérletet leird eseménytér pontjai?
b.) Hatéarozzuk meg az elemi események valdszintiségét!
c.) Mennyi a valoszintsége, hogy 6sszesen 1 fejet dobunk?
Megoldas.
a.) Jeldlje I azt, hogy irast dobtunk, F pedig a fejdobast.
Q={FI,FF III,IFI,IIF IFF}
b.) P(FI)=P(FF)=1/4,P(I1I)=P(IFI)=P(IIF)=P(IFF)=1/8
c) PQFLIFLIIF})=14+141=1
2.) Egy arany és egy eziist érmével dobunk, majd tjra dobunk azzal/azokkal
az érmével /érmékkel, amelyikkel /amelyekkel fejet kaptunk. Irjuk fel az ese-
ményteret! Hatarozd meg az elemi események valoszintiségét!
Megoldas.
Jelolje T azt, hogy irast dobtunk, F pedig a fejdobést.
Q={II,FII,FIF,IFI,IFF,FFII,FFIF, FFFI,FFFF}, ahol példaul
FFIF jelolje azt elemi eseményt, hogy az arany érmével el6szor fejet, az
ezlist érmével elGszor fejet, az arany érmével masodszorra irast, az eziist ér-
meével pedig mésodikra fejet dobtunk.
P(II) = %, P(FII) = P(FIF) = P(IFI) = P(IFF) =
P(FFIF)=P(FFFI)= P(FFFF)= %
3.) Mi a valdszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott 6 jegyt szam
jegyei mind kiilénboz&ek?
Megoldas. Osszes lehetdség: 9 - 10°; j6 esetek szama: 9-9-8-7-6-5. Igy
a keresett valoszintiség: 9'81'(7);,6'5 ~15,12 % .
4.) Aritmethidban az autok rendszamai hatjegyt szamok 000000 és 999999
kézott. Mi a valdsziniisége, hogy van 6 a jegyek kozott?
Megoldas. P(van 6 a jegyek kozott)=1-P(nincs 6 koztik)=1 — L1
0,96
5.) Lottohtuzas soran (5-6s lotto)
a.) milyen eséllyel lesz telitalalatom?
b.) milyen eséllyel lesz két talalatom?
c.) milyen eséllyel lesz legalabb két talalatom?
Megoldas. A feladat kezelheté mintavételként: N=90, M=5, n=>5.

L, P(FFII) =

(.5
) 2 )

6.) Ha egy magyarkartya-csomagbol visszatevéssel hiuzunk 3 lapot, akkor mi
annak a valészintisége, hogy

a.) pontosan
b.) legalabb egy piros szintd lapot hizunk?
Megoldas. A feladat kezelhetd mintavételként: N = 32 (6sszes lap), M = 8
(pirosak), n = 3.
visszatevés nélkiil
(D)%)
R
b.) P(legalabb 1 piros)=1-P(0 piros)=1 —

)

visszatevéssel
a.) a selejtarany=8/32=1/4, igy a keresett vsz.: (‘z’) (%)1 (%)2
by 1—(2)°

7.) Egy 32 taga osztalyban a didkok angolt, németet vagy franciat tanulhat-
nak. Tudjuk, hogy angolul 20-an tanulnak, németiil 12-en, francidul pedig
9-en. Angolul és németiil egyszerre 5-en, németiil és francidul egyszerre 3-
an, angolul és francidul 2-en, és senki nem tanulja mind a harom nyelvet.
Mekkora a valdszintisége annak, hogy egy véletlenszertien vilasztott tanuld
legalabb az egyik idegen nyelvet tanulja?

Megoldas. Legyen Bj: egy didk angolul tanul; Bs: egy didk németiil tanul;
Bs: egy diak franciaul tanul. Kiszamitando a P(By U By U Bs) valdszintiség,
hasznéljuk a szita formulat.

P(BlLJBQUBg) :P(Bl)—l-P(BQ)—I—P(B;g) —P(BlﬁBQ) —P(BlﬁBg) —
P(BQ N B3) +P(Bl ﬂBQ N B3) — 20+12+9§25—3—2+0 — %

8.) Mennyi a valészintisége, hogy két kockadobasnal mind a két dobés 6-os,
azzal a feltétellel, hogy legaldbb az egyik dobas 6-0s?

Megoldas. A feltétel figyelembe vételével oljuk meg: legalabb az egyik 6-o0s
Osszes eset: 16,61,12,26,36,63,46,64,56,65,66 — 11 darab
j6 esetek: 66 — 1 darab




igy a keresett valoszintiség ﬁ

9.) Harom kiilonb6z6 kockéval dobunk. Mekkora a valészintisége, hogy az
egyik kockéaval 6-ost dobunk, feltéve, hogy a dobott szamok &sszege 127
Megoldas. Legyen A: egyikkel 6-ost dobunk; B: az 6sszeg 12.

Irjuk Ossze az Osszes lehetséges esetet, amikor 3 kockadobas eredményének
az Osszege 12:

12 felbontasa | Esetek szama | Van-e 6-os
6-+5+1 3!1=6 igen
6-+4+2 3!=6 igen
6-+3+3 %—: =3 igen
54542 | 3 =3 nem
5+4+3 31=6 nem
4+4+4 1 nem

Osszesen 25

Tehat a j6 esetek szadma: 6+6-+3=15, az Osszes eset szama pedig 25, igy a
keresett P(A|B) valoszintseg 0,6.

10.) 100 érme koziil az egyik hamis (ennek mindkét oldalan fej van). Egy
érmét kivalasztva és azzal 10-szer dobva, 10 fejet kaptunk. Ezen feltétellel
mi a valészintisége, hogy a hamis érmével dobtunk?

Megoldas. Legyen A: 10 dobasbol 10 fej; By: jo érmével dobtunk; Ba:
hamis érmével dobtunk. 0 1010

P(Bl):ﬁf% P(A|Bl):(1o) (%) (%) = 2%0

P(Ba)=155  P(AlB2)=1
Alkalmazzuk a Bayes-tételt: P(Bg]A) =

1
1 100
T 99 T

1024 100 T 1 100

P(A|B2)P(B2)
P(A|B1)P(B1)+P(A|B2)P(Bz2)

11.) Osztozkodasi probléma: hogyan osztozzon a téten két jatékos, ha 2:1 al-
lasnal félbeszakadt a 4 gyGzelemig tartd mérkszésiik? (Tth. az egyes jatékok
egymastol fiiggetlenek, barmelyikiik 1/2 valoszintiséggel nyerhet az egyes ja-
tékoknal.)

Megoldas. A jaték menetét graffal is lehet dbrazolni. Piros jel6li azt az
allast, amikor az elsG jatékos nyer, és zold, amikor a méasodik. Akkor osz-
tozkodnak "igazsdgosan", ha a tét annyiad részét kapja az adott jatékos,

amennyi a nyerési esélye.
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Mivel az egyes mérkézéseket egymastol fiiggetleniil jatsszak le, ezért

P(a masodik jatékos nyer)=1 - % +3- %6 = 1%.

Tehat ugy ossza fel a két jatékos a tétet, hogy az elsg jatékos kapja a tét %
részét, a mésodik pedig a tét 1—56 részét.

12.) Adjuk meg annak a valoszintségi valtozonak az eloszlasat, ami egy hat-
gyermekes csalddban a fiik szamat adja meg. Tegyiik fel, hogy mindig %—% a
fiik, ill. a lanyok sziiletési valoszintsége, és az egyes sziiletések fiiggetlenek
egymastol.

Megoldas. Legyen X: fiuk szama. A feladat visszatevéses mintavételként
kezelhets: p = %; a minta mérete 6 ~» n=6.
gy PIX=h)=()-(5)"- 3" " =0 3"

13.) Jeldlje pi annak a valészintséget, hogy egy lottohuzasnal (90/5) a legna-
gyobb kihtzott szam k. Szamitsd ki a py értékeket, és mutassuk meg, hogy
ez valoban valdszintiségi eloszlas!

kY (k-1
Megoldas. p, = (5)(9%5), k=5,6,...,90

ugyanis ki kell vélasztanunk 5 szamot az elss k-bol, viszont nem k lesz a
legnagyobb, amennyiben az els§ k — 1- bél valasztottuk ki Sket, igy ezeket
a rossz eseteket le kell vonni.

Ez valészintségi eloszlas, ugyanis

% o = (§)+<(?)—(i))+((§)(;)()§)>+---+<(%°)—(859)> E}E; _q

k=5 5 5




14.) Legyenek A, B, C, D, egy szabdlyos tetraéder csiucsai. Egy légy az A
csticsbél indulva sétal a tetraéder élein, mégpedig minden csticsbél véletlen-
szertien valasztva a lehetséges harom irany kozil. Jelolje X azt a valoszi-
niiségi valtozot, hogy A-boél indulva, hanyadikra ériink vissza elGszér A-ba.
Irjuk fel X eloszlasat! Mutassuk meg, hogy ez valéban valészintségi elosz-
l4s!

Megoldas. Irjuk fel a megoldast a valészintiség klasszikus képlete alapjan:

P(X =k) =321 = 1(2)"7% (k=233..) , ugyanis
e legalabb 2 lépésre van sziikség, hogy visszaérjiink A-ba
e minden lépésben Gsszesen 3 iranyba haladhatunk, igy az sszes eset 3%
e jo lépések: elsgkeént 3 helyre mehetiink, utana (k — 2) alkalommal 2

helyre, végiil vissza kell 1épni A-ba

Ez val6szintségi eloszlas, mivel
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15.) Egy tétova hangya a szamegyenesen bolyong. 0-bél indul és minden
lépésnél egyforma valoszintiséggel vagy jobbra, vagy balra 1ép. Mennyi a
valészintisége, hogy 2n 1épés utan a hangya k-ban lesz?

Megoldas. Legyen X: hol lesz a hangya 2n 1épés utan

2n
P(X =k)= % k=0,42,4+4,...,£2n
mivel

e paros sok 1épés utan csak paros helyeken lehet, viszont +2n-en tilra
nem tud eljutni

e minden lépésben 2 irdnyba mehet, ezért az Osszes lépések szama 2n
lépés utan 22"

e 0-bol tgy tud eljutni k-ba, hogy k alkalommal biztosan jobbra ment,
és a maradék (2n — k)-bol pedig a felét jobbra, a felét balra tette meg.
Tehét Osszesen k + # =n+ % alkalommal ment jobbra. Ebbél
adodik, hogy a jo esetek szama (nfz /2), mivel elég kivalasztani azokat
a helyeket, ahol jobbra megy, a tobbi helyen mar csak balra mehet.

16.) Egy sorsjatékon 1 darab 1 000 000Ft-os, 10 db 100 000Ft-o0s, és 100 db 1
000Ft-os nyeremény van. A jatékhoz 10 000 db sorsjegyet adtak ki. Mennyi
a sorsjegy ara, ha egy sorsjegyre a nyeremény varhaté értéke megegyezik a
sorsjegy araval?

Megoldas. Legyen X a nyereményiink, ami most 4 értéket vehet fel kiilon-
bo6z6 valdszindségekkel, amit a kovetkezs tablazat foglal 6ssze:

x; (Ft) | Darab | p;
1.000.000 | 1 -
100.000 | 10 | 1
1.000 100 | 155
0 9889 | S

EX=1.000.000 - ﬁ -+ 100.000 - Tloo -+ 1.000 - 1(1)—0:100+100+10:210 Ft.

17.) Jelolje X az 6toslotton kihuzott lottoszamoknal a parosak szamat. Adjuk
meg X varhato értékét.

Megoldas. Ekkor visszatevés nélkiili mintavételezésrél van sz6, 90 szambdl
45 paros van, és 5 elemi mintat vesziink. Tehat X ~ Hipgeo(90,45,5), igy
EX=5- 32 =2,5.

18.) Két kockaval dobunk. Egy ilyen dobéast sikeresnek neveziink, ha van 6-os
a kapott szamok ko6zott. Varhatéan hany sikeres dobasunk lesz n probélko-
74sbol?

Megoldas. P(sikeres dobés)=2
Legyen X: n-bél a sikeres dobasok szdma
Ekkor nyilvanvalo, hogy X ~ Bin(n,%)
EX=1n

36

19.) Héaromszor olyan val6szini, hogy egy évben két ember 6li magit a Du-
néaba, mint az, hogy 6t. Mi a valdszintisége, hogy egy évben legfeljebb egy
ember lesz igy dngyilkos?

Megoldas. Legyen X: egy év alatt hanyan &lik magukat a Dunaba. Az
ongyilkossagok tipikusan ritka eseménynek tekinthetsk, igy X ~Poi(\).

A feladat els6 mondata alapjan P(X =2)=3-P(X =5) =

= Yer=33er = NM=D2 = A={20

P(legfeljebb egy ember lesz 6ngyilkos a Dunéba) = P(X <1) =

= P(X =0)+P(X =1) = e V(1 + /20).

20.) Egy 200 oldalas konyvben 20 sajtoliba taldlhato véletlenszertien el-
szorva.

a.) Mennyi a valészintseége, hogy a 100. oldalon t6bb, mint egy ajtohiba
van?

b.) Héany sajtohuba a legvaloszintibb a 100. oldalon?

c.) Mennyi a valoszintisége, hogy a 13. és a 14. oldalon egyiitt t6bb, mint
két hajtohiba van?

Megoldas. Jeldlje X; valdszintiségi valtozé a konyv ¢. oldalan a sajtéhi-



bék szamat. Ekkor X;-k fiiggetlenek, és mivel egy konyvben a sajtéhibik

rendszerint ritkdnak mondhatok, ezekrdl feltehets, hogy Poisson eloszlasflak

Ha a teljes konyvben 20 hiba van, akkor egy oldalon atlagosan -2 W =0,1

sajtohiba szerepel, igy a Poisson eloszlas varhaté értékének képlete alapjan

A=0,1.

a.) P(X100>1)=1-P(X100=0)—P(X190=1) =1—e %1 0,170 =
1-1,1e7 % = 0,5%

b.) pr = P(X100 = k)-t kell maximalizalni k szerint. Nézziik a p;% ha-
nyadosokat. Egy novekvs sorozatnél ez nagyobb 1-nél, egy csckkenénél
pedig kisebb 1-nél. Keressiik meg azt a pontot, ahol ez egyenls 1-gyel,
aztan vizsgaljuk meg, hogy mely egész értékek kozott van és ezek koziil
melyiknél veszi fel a maximumot.

01’“*1670,1 o1
Pre+1 _ (k+1)! _ UL _ — P
P T ok, o —k,Jrl—l = 0,1=k+1 = k=-0,9
kl

A maximuin vagy —1-ben, vagy 0-ban van, de mivel X990 nem vesz fel
pozitiv valoszintiséggel —1 értéket, ezért 0-ban van a maximum.
C.) P(Xlg + X4 > 2) =
—P(X13+X14=0)-P(Xi3+Xiu=1)-P(Xi3+X14=2) =
=1-P(X13=0)P(X14=0)— P(X13=1)P(X14=0) —
P(X13=0P(X14=1)— P(X13=2)P(X14=0) —
P(X13=0P(X14=2)—P(Xi3=1)P(Xiu=1) = )
—1—e0le 0l _ () 10101 _ =010 101 _ %670,1670,1 _
e*()’lge*o’1 -0, 1e 01 0, 1le 01 =
=1-¢%2(140,1+0,1+ 0,005+ 0,005+ 0,01) =
=1-1,22e"92~0,1%
21.) 5-szor dobunk egy szabalyos kockaval. Legyen X a 6-osok szama.
D*(X)=
Megoldas. Visszatevéses mintavételrdl van sz6, tehat XNBin(5,%). Igy
D?X =5.1.5_-25
6 6 36

22.) Az Y és X valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasat a kovetkezs tablazat

mutatja.
X\Y 1 | 2 | 3 | X peremeloszlasa
5 T Z 3
0 | 10| 10
10 10 | 10 | 10
Y peremeloszlésa

a.) Hatarozd meg X és Y eloszlasat, varhato értékét, szorasnégyzetét!

b.) X ésY fiiggetlenek egymastol? Amennyiben nem, hatérozd meg a kor-
relacidjukat!

c.) P(X <3]Y <3) ="

d.) E(Y|X =10) =?

Megoldas.
X\Y 1 | 2 | 3 | X peremeloszlasa
5 0] |0 1
10 il Bl s
Y peremeloszlésa % 1% 1% 1
a) EX=5-544+10-35=7
EX?—25- L +100- 55 =55

DQX:55 9=6 = DX =6
4 _ 11
EFY =1- 0 +2- 0 +3- —04 327
EY = 1 10 +4 10 +9 F \/7
2 121 _ 14 _ /14
DY =% —-5=5 = DY=>
b.) Nem fuggetlenek egymastol, ugyanis példaul

PX=5Y=1)=4#3% &=PX=5)-PY=1)

2 _
E(XY)=5-1-%+5-2- 2 +...+10-3 {5 = 2£20045H10040430 _ 15
Cov(X,Y) =15 -7 F=-1

1 2 1
R(X,Y) = ﬁ@ gy = RP=4~0048

tehat gyenge negativ kapcsolat van X és Y kozott.
P(X<3,Y &
) P(X<3|Y<3):W:§:g:%

1

d.) P(Y =1|X =10) = i
P(Y =2|X =10) =
P(Y =3|X =10) =
EY|X=10)=1- 4+2 2—1—3
23.) Legyen X ésY fliggetlen, azonos eloszlasu. Tegyiik fel azt is, hogy véges
szorasuak. R(X,aX +bY) =7
Megoldas. Cov(X,aX+bY Cov(X,aX)+Cov(X,bY
ov(X,a ov(X,a ov (X,
R(X,aX +bY) = DX(D(aXibY) - DX\/D2(a(X)+D)2J(rbY)JE2Cov2aX,bY)
_ aD?X4+bCov(X,Y) _ aD2X+0 _ aD*X _
DX\/a?D2X+b2D2Y +2abCov(X,Y)  DXVa?D2X+b2D2X+0  DXVa2+b2DX
a

o"’*‘g"_‘

[ L L

=




24.) Ird fel és 4brazold az eloszlasfiiggvényt, ha X

a.) indikatorvaltozo p = 1/2 paraméterrel,

b.) egy olyan kockadobas eredménye, ahol a kockén egy 2-es, két 4-es és
hérom 5-6s van.

Megoldas.
(0 <0
a) F(z)=<¢3 0<z<1
1 z>1
0 r <2
I 2<a2<4
b) Fle)= (15%2 4<z<d
1 z>5
0 haxz <0
25.) Mely c-re lesz eloszlasfiiggvény F(x) = < ca® ha 0 <z <3
1 ha3d <z

P(—1 < X < 1) =? Hatarozd meg a stirtiseégfiiggvényét!

Megoldas. F(x)-nek monoton névének kell lennie, ami csak akkor teljesil,
ha ¢ > 0. Tovabbi korlatozast jelent ¢ értékére, hogy az eloszlasfiiggvény
maximum 1 lehet, amit az x=3-ban vesz fel a kdzéps§ tartomanyon:

1> maxca:3:c-?)?’:27c:c§QL7
z€(0,3]

P(-1<X<1)=P(-c0<X<1)=F(1)=c
c= 2—17 esetén van csak siirdségfiiggvény:
%:cz hal<zx <3
flz) = o
0 kiilonben
26.) Legyen X sirtiségfiiggvénye a kovetkezd:
cx* hal0<z<1
flx) = e
0 kiilonben
a.) Hatarozd meg a c értékét és X eloszlasfiggvényét!
b.) P(X < —0.5)=? P(X <0.5)=? P(X <1.5)=?
c.) D*(X) =?
Megoldas.

1 1
a.) 1:fcaz4das:c{§}0:c%:>c:5
0

0 haz <0
b.) F(z)=P(X <z)={ [5t'dt =2 ha0<z<1
0
1 hax >1
c.) P(X <—-0.5)=F(-0,5)=0
P(X <0.5) = F(0,5) =0,5°
P(X <15)=F(1,5)=1
1
d) EX = [baPde =53 =2
0
1
EX?= [520dx =51 =3
0
_5_ 2 5
DX =3 -5 =
.. .. < haz>1
27.) Legyen X strtiségfiiggvénye a kovetkezs: f(x) =<
0  kilonben
a.) ¢=?, F(zx) ="
b.) P(X <2)=? P(X >3)="
c.) B(X) ="
d.) D?*(X) =?
Megoldas

0
J = 2 =~
b.) P(X<2):F(2):1—%:%
P(X>3)=1-F(3) =3 =5
) EX:f%dx:;%{%ro:g(l_o):é
1

1
) BX? = [ Sde =3[ " =301-0) =

1
DX =3-9=3
28.) Legyen X siirtiségfiiggvénye a kivetkezd:
g hal0<z<2
fle)=q¢% ha2<z<ec
0 kiilénben



a.) c=7 F(x)=? U +V < 12) valoszintiseget!

b.) E(X)=? D(X) =" Megoldas. X :=U+V
Megoldas. Ekkor EX =FEU+EV =4+46=10
2 Cov(U,V)=R(U,V)-DU-DV = -3.1 =3
— [z c=2 _ 2 4 c=2 — ’ ) 4 2 8
a) 1=[5det SF =545 = c=d D2X = DU + D2V +2Cov(U,V) =1 + 1 42. -3 =1
0 <0 PB<X<12)=P(-2<X-10<2)=P(|X -10/<2) =
- _ DX _ i_ 1 _ 15
fidt:ﬁ 0<z<2 =1-P(X-10[>2 2 )>1-"FF =1l-g=1-=1
Flz)={73"? 6 pa
% + %72 _ xTH Q< <4 32.) Hamis érmével dobunk, a fej valoszintisége 0,51.
1 >4 a.) Becsiiljiik meg a Csebisev-egyenlGtlenséggel, majd a centralis hatarér-
2 4 téktétel segitségével is annak a valoszintiségét, hogy 10 ezer dobésbol
b) E(X)=[Ldt+ [Ltdt=1 legalabb 5150 fej!
0 ) 2 . b.) Hanyszor kell dobni, hogy a fejek relativ gyakorisaga legalabb 97.5 %-os
B(X?) = | g dt + [ % dt — %0 valdszintiséggel t6bb legyen, mint 0,5057
0 2 .
Dy — @ Megoldas.

a.) Legyen X; valoszintiségi valtozo, ami 1 értéket vesz fel, ha fejet dobunk,
és 0-t, amikor irast. Ekkor nyilvanvaléan X; ~Ind(0,51)
Legyen Y: mennyi fejet kaptunk 10000 dobasbél, azaz

29.) Tegyiik fel, hogy az egyetemistak IQ teszten elért eredménye normalis
eloszlastt 105 varhat6 értékkel és 10 széréssal. Mi a valészintsége, hogy

valaki 120-nal tobb pontot ér el a teszten? 10000

Megoldas. Legyen X: egy egyetemista IQ-pontja = X ~ N(105,10?) Y = ) X;~Bin(10000;0,51).
_1_ 1 X— 105 120—105 i=1

P(X > 120)=1-P(X <120) =1 = P (S55> < B ») = Ekkor EY = 5100 és D?Y = 2499.

=1-—®(1,5)=1-0,9332 = 6,68%.

30.) Mennyi garanciat adjunk, ha azt szeretnénk, hogy termékeink legfeljebb
1(,)%—at’ k}elllleri gfaran’mald,or{ b’elul Ja\,/l.tam, ha,a kesz.l.ﬂelf eletEartama 10 év P(Y — 5100 > 50) < P(|Y — 5100] > 50) < D2y %
varhato értéki és 2 év szordsi normaélis eloszlassal kozelithetd?

Megoldas. Legyen X: a termékek élettartama = X ~ N(10,22) Haszndljuk a centralis hatdreloszlds-tételt:
’ P(Y*5100> 50 )m—@( 50 >m1—®(1)20,1587

A becsiilends valoszintiség: P(Y > 5150)
Csebisev-egyenlGtlenséggel:

Jelolje a garanciaiddt ¢ V2499 = /2499 V2499
A feladat szovege alapjan 0,1 > P(X <t) o S X -
P(X<t)=P (X 10 < 210) = ¢ (L519) b.) Legyen X, = =-— a fejek relativ gyakorisaga, ekkor EX, = 0,51 és
Atrendezve t-re: t<2 = 10,1)+10 =2 (—®1(0,9)) + 10 = D*X,, = 251049
=-2-1,28410=7,44 A becsiilends valoszintiség: P(X,, > 0, 505)
Te}hat legfeljebb 7 év garanciat kell adnunk (ha a garanciaid§ csak egész Haszmaljuk a Csebisev-egyenldtlenséget:
szam lehet). P(X, > 0,505) = P(Xp, — 0,51 > —0,005) >
> P(|X, —0,51] <0,005) >1— Doggn 1 — 951049 9002 = 1 — 999

A feladat szdvege alapjan ennek legalabb 0,975- nek kell lenme
31.) U és V valosziniiségi valtozokrol a kovetkezoket tudjuk: R(U,V) 1— 997?6 >0,975 = %

—0,75; EU = 4; EV =6; D(U) = D(V) = % Becsiild alulrél a P(8 < ezt megoldva, n > 399840 jon ki: legalabb 399840-szer kell dobnunk.




Centralis hatarérték-tétellel: Atrendezve n-re: n > [6&71(0,9)]?> = [6-1,28]> = 58,9
P(X,, > 0,505) = P X051 o _~0005 ) ~1_® (_ 0,005 ) _ Tehat legalabb 59 csokit kell becsomagolni a dobozba.

0,2499 0,2499 0,2499
n n n

= (5i)

A feladat szovege alapjan ennek legalabb 0,975-nek kell lennie: 35.) Legyen X ~Exp(A). Hatarozd meg X moduszat és tetsz6leges kvantilisét!

o ( 5 \/2%9) >0,975 = n>®(0,975) - 2y/2499 = 195,96 Hasonlitsd 6ssze a mediant és a varhato értéket!

tehat n >'38399, 2 adodik, ezaltal legalabb 38400-szor kell dobnunk. Megoldés. Mo = 0, mivel a striiségfiiggvény csokkend.

33.) y = F(z) =1 — e -et z-re rendezve, megkapjuk a kvantilisfiiggveényt:
—1(y) — _ 1

a.) Legyenek X; ~Ind(p) (i = 1,2,...) val. valtozok. Mihez konvergal F(y) __I_Xll()g(l B y)- . . . ) o

XP+.+X3, Me ? F (5) = —Xlog(j) = y-log2, ez pedig nagyobb a varhato6 értéknél,

n ami 5.
e . AT Xi+. +X3 A

b) X Je}olje az i-edik kockadobas eredményét. Mihez konvergal =— =7 36.) Legyen X ~Ind(p). Hatarozd meg X moduszat és kvantilisfiiggvényeét!
Megoldas. Megoldas.
a.) A nagy szamok erds torvénye szerint n — oo esetén 1 ha p > 1

X0+ 4X3 2

SRt M pXP =15 p+05 1-p)=p Mo=10 hap< i
b.) X; K kiszbs eloszlasa: PXi=k)=3%k=1,2,..,6 (0,1} hap=1

A nagy szamok erds torvenye szerint n — oo esetén ’ P=3

X3P+ +X M. gy 2. 1_ 67131 _ 91 Sy = JO haysp

EX; k== = F =
Z 6 6 6 ) {1 hay >p
34.) Tegyiik fel, hogy egy tabla csokoladé témege normalis eloszlasa 100 g 37.) Legyen X1, ..., Xg0i.i.d. minta N (m, 12) eloszlasbol. Célunk az ismeretlen
varhatd értékkel és 3 g szorassal, valamint, hogy az egyes tablak tomege m paraméter becslése. Tekintsiik az alabbi harom statisztikat:
egymastol fiiggetlen. Legaldbb hany csokolddét csomagoljunk egy dobozba, o T1(X) = Xg
hogy a dobozban lev§ tablik atlagos tomege legalabb 0,9 valoszintséggel o Th(X) = X3 1X7
N4 ? - 2 ?

nagyobb legyen 99,5 g-nél? o Ty(X) = XEH;;XIQ'

Megoldas. Legyen X;: az i. tabla tdmege =  X; ~ N(100,3?)

B . a.) A fenti statisztikdk koziil melyek torzitatlanok? Amelyik nem torzitat-
Atlagos tomeg: X = % ~ N (100, (%)2), ugyanis ) Y Y

lan, hogyan tudnank torzitatlannd tenni?

E Z X; b.) Vizsgaljuk meg a fenti statisztikak koziil a torzitatlanokat hatésossag
o EX ==L =1EN - pX, =100 szempontjabol!
- ) > X L Doy o Megoldas.
j— i=1 j— R — <
e DX =D n _WI;DXZ_ nl_n a.) EmTl( ) EXg—
E,Ty(X) = X%X? =m
A feladat szovege alapjan 0,9 < P(X > 99,5) EpT5(X) = B, XotXio — m
— - m g 4
P(X > 99::’) =1-P(X <99,5) = Tehat T7 és T2 torzitatlanul becsiili m-et, mig T5 nem, azonban torzitat-
=1-— P (X500 o 9952100 _\éﬁ> —1-® <_%) = lannd tehetd: T4 = 4T3 méar torzitatlan becslés.
v v b.) Csak T} és T; vizsgalhato hatasossag szempontjabol.
—1-[1-o ()| =2 () D2Ty(X) = D2, Xg = 1



D2 Ty(X) = D2, 233X = 1. [D2 X3 + D2, X7 + 2 covp (X3, X7)] =
~——————

0

:%-(m+m):%

Tehat mivel minden m paraméterérték esetén D2, To(X) < D2,Ty(X)
teljesiil, ezért Th hatasosabb becslés T becslésnél.

38.) n elemi A-paraméterd exponencialis minta esetén adjunk torzitatlan
becslést e 3A-ra és %—ra!

Megoldas. Ha X; ~ Exp()), akkor F(x) = (1—e )I(z > 0) és BX;
Nézziik az eloszlasfiiggvényt az 3 helyen: F(3) = 1—e™3* = 1-F(3)
e 3, és épp ezt akarjuk torzitatlanul becsiilni, tehat T (X) :=1-F,(3)
torzitatlan becslése e > -nak. F),(3) pedig éppen a 3-nal kisebb megfigyelé-
sek relativ gyakoriséga.

Most, térjiink ra %—ra.

EX;, = %, és épp ezt akarjuk torzitatlanul becsiilni. Tudjuk, hogy a varhato
értéket a mintaatlag torzitatlanul becsliili, tehat T»(X) := X torzitatlan
becslése %—nak.

1
3

39.) Adjunk meg torzitatlan becslést a [0, 6] intervallumon egyenletes eloszlas
paraméterére

a.) a mintaétlag

b.) a maximum

segitségével. Hasonlitsuk Sket 6ssze hatésossag szempontjabol! Melyik becs-
lés konzisztens?

Megoldas. E(0,0) eloszlas- és stirtségfiiggvénye:

Fylx) (30 Ea§§0<0 fo(@) % haO<x <6
€Tr) = = €Tr) =
b 0 & = o 0 kiilonben

1 haf<z

a) EX=EX;=% = Ti(X):=2X torzitatlan becslése 6-nak

— 02
D*(Ty(X)) = 4D?*(X) = 4D2TX1 = 4% = g—:. Lathato, hogy a szoras-

négyzet a 0-hoz tart, igy 11 konzisztens becslés.

0 0
b.) EX, = Ofxnf(x)(F(:U))"*l dx = Of:m% (%)nil dx =

0 0
_n n _n z71,+1 o ien-Q—I _ 6n

- 0”’Of$ dr = on |:n+1]0 dr = " n+l = n+l

= Th(X) = ”THX:L torzitatlan becslése f-nak

Sziikség van a méasodik momentumra is, hogy ki tudjuk szadmitani a
szorasnégyzetet.

S

% (%
(X7 = [anf (@) (F ()" do = [0 (5)" do =

6 0
_n n+1 I _ n 6"t2 _ 6%n
_H”J‘r dx_@" |:n+2:|0d'r—0"n+2_n+2

D(X)) = £n _ o2 _ 92y, (12 —n(n+2) _

n+2 ~ (n+1)2 T (n+1)2(n+2)
_ 92nn2+2n+1—n2—2n _ 6%n
(n+1)2(n+2) , (n+1)2(n+2) ,
£ n+1 * n+1 2n 2 ” .
lgy D*(T(X)) = 5ED2(X,) = Wl o — — . Lathato,

hogy a szorasnégyzet a 0-hoz tart, {gy 75 is konzisztens becslés.
Mivel D?(Ty) < D?(Ty) minden n esetén, ezért Th hatdsosabb becslés
Tl—nél.

40.) Mutassuk meg, hogy exponenciélis eloszlast minta esetén T'(X) = n -

min (X7, ..., X,,) statisztika torzitatlan, de nem konzisztens becslése a varhatoé
értéknek.

Megoldas. Elgszor nézziik meg, hogy exponencialisok minimuménak mi az
eloszlasfiiggvénye:

Fxf (x)=n- /\e*MI(l,Zg) (eTATyn—l = (n)\)e*("’\)”I(xZO)

ebbél pedig lathato, hogy X, ~ Exp(n))

Legyen € > 0 tetszsleges.
P(InX;—3|>e)=P(nX;—F>e)+P(nX;{—3<—¢)=

=Pz G+ +P(Xi=q(G-9)) =

— e—n)\-¥ +1-— e—n)v? — e~ 1-eA +1— e~ 1+eA

ez pedig nem tart 0-hoz, ha n — oo, igy a becslés nem konzisztens.

41.) Egy osztalyban a didkok magassaga: (cm)

180 163 150
157 165 165
174 191 172
165 168 186

Elemezd a didkok testmagassagat az atlag, a korrigalt tapasztalati szorés,
szorasi egyiitthato és boxplot abra (kvartilisek) segitségével! Ertelmezd is
az eredményeket!

Megoldas. n = 12

T = 180-&-15'{—2}—...-&-186 — 1697 7 cm



sk = \/(180716976)2+(15771??’6)2+~~-+(1867169’6)2 = 11,7 cm
V = 116197’,77 = 6,9 %
150 165 174
157 165 180
Rendezett minta: 163 168 186
165 172 191

@Q1-hez Sorszam: %:3+0,25

Q1= X35 +0,25(Xf — X3) =163+ 0,25 - (165 — 163) = 163,5 cm
Me-hoz Sorszam: %:6+0,5

Me = X§+0,5(X7 — X§) =165+0,5-3 = 166,5 cm
Qs-hoz  Sorszam: 133-90,75

Q3 =X5+0,75(X{; — X§) =1744+0,75-6 = 178,5 cm

Boxplot abra: 120 160 170 180 180

Ertelmezések: a didkok dtlagos testmagassédga 169,6 cm, az egyes testma-
gassagok az atlagos testmagassagtol atlagosan 11,56 cm-rel, azaz 6,8 %-kal
térnek el. A hallgaték negyede 163,5 cm-nél alacsonyabb, mig haromnegyede
ennél magasabb. A hallgatok fele 167,5 cm-nél alacsonyabb, masik fele ennél
magasabb. A hallgatok negyede 178,5 cm-nél magasabb.

42.) Hatarozzuk meg az ismeretlen paraméter(ek) maximum likelihood becs-
lését, ha a minta
a.) Pascal (=Geom(p) );
b.) Exp();
c.) Poi(\).
Megoldas.
a.) P(X; =) =p(l —p)&~t

L(p;x) = ﬁ p(1—p)"~t =p"(1—p)=t
=1
l@m%ﬂmw+<2%— )%1—

Els6rendi feltétel: 0 =0yl = 7 + (Zzl T — n> 1%1,, =

Z z;i—n

n

n
=p> zi—n) = n=pd>x, = p=
i=1

Sl

= n(l-p)

Oplpix) =~ — T =~ (-2 + 7@ 1))
= — iy (1 — 2p + p)
Mésodrendd feltétel: 0 > 82l(]3; X)=—

©0<1-214+ 47 =
x

—7%550—2ﬁ+ﬁf) &
1- % & T > 1, és ez az egyenlGtlenség egy

kivétellel teljesiil: amikor 7 = 1, ilyenkor pedig z; = ... =2z, =1 =
L = p™, amit a p = 1 maximalizal.
b.) fx,(2:) = Ae Mil(z; > 0)
n - z": Z;
L\;x) = [[ Ae™il(z; > 0) = \te =1 I(x; > 0)
i=1
n
I(A;x) = nlogh — A >
i=1
n ~
Elsorendi feltétel: 0=\l =% - > o, = A= " = A==
=1 >
=1
Gil = —1z, ami < 0 minden A-ra, igy teljesiil a masodrendi feltétel,
azaz \ maximumhely.
c.) P(X; =x;) = ?;;j'l e
n o 'il Tq
L(Ax) =[] 5qe = 2——e
i=1"" I1 !



(N x) = — > logz! + > xi-logh — nA
i=1 =1

7

S5 > .
Els6rend feltétel: 0 =\l = 5— —n = A== = =X
Al = —5z—, ami < 0 minden A-ra, igy teljesiil a mésodrendii feltétel,
azaz A maximumbhely.
43.) Becsiild a paramétert momentum-modszerrel az alabbi esetekben:
a.) Exp());
b.) Poi(\);
c.) E(a,b);
d.) E(—a,a)
Megoldas
a) EX=m = L=z = A=1
b) EX=m = A=T = A==
c.) Hasznaljuk az el6z6 feladat eredményét
{Eava = m 07“’2 =7 {b+a = 27
D?z,bX = s (bzg) = s b—a = 2¢/3s?

= b= X + /35, (6sszeadva egymashoz a két egyenletet)
= 4= X — /38, (kivonva egymasbol a két egyenletet);
d) EX =m = nem kaptunk semmit a paraméterre,
ezért nézzik a kévetkezfi momentumra
EX2=my = (21(12) —i—O:s% =  a=1/3s,.
44.) Legyen az Xi,...,X, minta a kovetkezd diszkrét eloszlasbol:
P(Xi1=1)=c, P(X1=2)=3c¢, P(X1=3)=1-4c (c az ismeretlen paraméter). Te-
gyiik fel, hogy az n mintaelembdl y; darab veszi fel az i értéket (i=1,2,3).

0= ~

a.) Hatarozzuk meg ¢ momentum-becslését!

b.) Hatéarozzuk meg ¢ ML-becslését!

Megoldas. Hogy érthetd legyen, az ML-moédszernél honnan jon a képlet,
definidlunk egy 1j, t&bbvaltozos eloszlast, ami a binomiélis eloszlas 4ltala-
nosftasaként foghato fel.

Def.: Y = (Y1,...,Y)) polinomialis eloszlasii n renddel és py, ..., px pa-
raméterekkel, ha
k
° Z Di = 1és
i=1
e PY1=wy1,.... Y = yp) = ﬁ.!yk!pl{l...pzk, amennyiben 0 < y; €

10

k

Zés > yi=n.
i=1
Jelolés ekkor: Y ~Polin(n;p1,...,pk)
a.) T=mq = EX =c+6¢c+3(1 —4c) =3 — 5c.
Ezt atrendezve, ¢ = 3%5, azaz ¢ = %

b.) Legyen Y = (Y1,Ys,Y3), ahol Y7 az a val. valtozo, aminél Y, = y; azt
jelenti, hogy az X;-kbdl y; alkalommal kaptuk az 1 értéket. Y5 és Yj
hasonloan értends. Ekkor Y ~Polin(n;c, 3¢, 1 — 4c).

A likelihood-fiiggvényt az X;-k egyiittes eloszldsabdl lehet kiszamitani,
ami persze megegyezik Y;-k egylittes eloszlasaval a feladat szévege alap-
jan, azaz X =Y.

Igy Lic,z) =P(X1=x1,..., Xp=xp) =

=PM =y, Ya=uy,Y3=193) = ﬁ;!yg!cyl (3c)¥2(1 — 4c)¥

(¢, z) =log(5rmy) + yilog(c) + yalog(3c) + yslog(1 — 4c)
Derivalasnal figyelni kell a bels§ fiiggvények derivaltjaira is:
Ocl(c,z) = y1t + yog3 + ya i (—4) = e 4 T

Ezt 0-val tessziik egyenlgvé és dtrendezgetiink:

Y1 +y2 = de(yr + y2 + y3) = den — ¢ = L2

n

Hogy a becslést fel tudjuk irni, sziikség van y; meghatarozasara az X;-k
segitségével. Nade y; az a szam, ahany alkalommal az X;-ink értéke 1
lett, tehat y; = > i I(X; = 1). Ugyanigy az ya.

> (I(Xi=1)+1(X;=2))
i=1

Tehét a becslés igy frhato: ¢ = In .
45.) Legyen a Z1,...,Zs minta N(m,2?) ecloszlast. A megfigyelt értékek a

kovetkezSk: 6; 4.5; 2.5; 2; 1.

a.) Hatarozzunk meg 95%-o0s (99%-o0s) megbizhatosagu konfidenciainterval-
lumot m-re!

b.) Héany elemt mintara van sziikségiink 95%-os megbizhatosagi szinten, ha
azt szeretnénk, hogy a konfidenciaintervallum legfeljebb 0,01 hosszusagu
legyen?

c.) Mi valtozik az a.) esetben, ha a szorast nem ismerjiik?

d.) Adjunk a szorasra 98%-os megbizhatosagu konfidenciaintervallumot.

Xio,m =0,3 Xio,gg = 13,28

Megoldas. n =5 T=32 sy = 2,019

a.) Elészor a = 0,05, most ismert a szoras: o = 2
woos = ®1(1—0,025) = ®-1(0,975) = 1,96

2



Konfidencia intervallum: 3,241, 96 - % =3,241,753 = [1,447; 4,953]

Amennyiben o = 0,01, akkor woo0 = ®71(0,995) = 2, 58

Konfidencia intervallum: 3,2 & 2,258 : % =3,2+2,308 = [0,892; 5, 508]
b.) a = 0,05, a konfidencia intervallum hossza 2 - u%ﬁ, igy a megoldandé

egyenlGtlenség a kovetkezs:

0,01 > 2‘1,96-% = /n>100-4-1,96 =784 =
C.) t571;% = 14,0,025 = 2, 776

Konfidencia intervallum: 3,2+2, 7762%9 = 3,242,507 = [0,693; 5, 707]
d.) a = 0,05, a szorashoz kellenek a 4 szabadsagfoku x2-eloszlas 0’35—

n > 614656.

és

1 — %% kvantilisei.
Konfidencia intervallum o2-re:

4.2,0192 . 4.2,0192 [4-20192 4-20192}
. e = . g = [1,2278:54, 35
XZ;0,99 ’ Xio,m 13,28 > 0,3 [ ’ ’ ’ ]

Konfidencia intervallum o-ra: [1,1;7,37].

46.) Valaki azt allitja, hogy a klima véltozik, és ezt azzal véli bizonyitottnak,
hogy az elmult 10 évben 2-szer is volt jégesd, pedig kordbban az egyes évekre
a jéges6 valoszintisége a hivatalos adatok alapjan csupan p—0.1 volt. Irjuk
fel a hipotéziseket, a probat és allapitsuk meg az elséfaju hiba valészintsé-
gét, valamint az eréfiiggvényt a p—0.2 pontban!

Megoldas.

Hy:p=0,1

H1 °p ?é 0, 1

Oy = {0,1} és O = {p < [0; 1],p7£ 0,1}

Préba: Hy-t elfogadjuk, ha 10-bél pontosan 1 jégesd volt

Legyen X valészintiségi valtozo: 10-b6él hany évben volt jégess. Ekkor nyil-
vanvaléan X ~Bin(10,p)

a(b) = Ppeo, (Xk) = Fp=0,1(Xk) =1 = Ppo1(Xe) =

=1~ Ppe0,1(10-b61 1 jegess) = 1 — (Y)p(1 = p)°| _o, =
=1-10-0,1-0,9°=1-0,9" =61,25%

»(p) = Pp(Xy) =1 —10p(1 — p)°

¥(0,2) =1-10-0,2-0,87 = 0,7316.

47.) Az alabbi minta 4 év oktober 18-an Budapesten mért napi kézéphsmeér-
séklet adatait tartalmazza. Ellenérizziik a Hy: m =15 hipotézist a =0.05
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els6faji hibavaldszintiség mellett értelmes alternativ hipotézissel szemben.
Ko6zéphém. (C fok) adatok:
[ 148[122] 168 [ 111 |
a.) A korabbi tapasztalatok alapjan tekintsiik az értékek szorasat 2-nek.
Adjuk meg a p-értéket is.
b.) Ne hasznéljunk a szérasra vonatkozoan elézetes informéciot.
Megoldas. T = 13,725, n =5, a« = 0,05
a.) o =2, u:ﬂ%f_l‘:’ = —1,275.
Keét értélmes Hi-et lehet valasztani:
e H:m#15
Kritikus értékhez: us = &) (1 . %) — $1(0,975) = 1,96 =
a kritikus tartoméany azokat a mintékat tartalmazza, amikbél szamolt
probastatisztikara v € K := ((—o0; —1,96) U (1, 96; c0))
A probastatisztika nem esik K halmazba = a minta az elfogadési
tartomanyban van = elfogadjuk Hy-t (nem tudjuk elvetni), tehét
allithatjuk, hogy a hdmérséklet a vizsgalt 4 éven keresztiil 15 fok volt.

p-érték: azon o, amire 1,275 = &1 (1 — %) =
= 1-5=(1,275)=0,899 = p-érték= 20,2%
Természetesen ugyanazt a déntést hozzuk p-értékkel is:
a=5% < p-érték = elfogadjuk Hy-t

e Hi:m<15
Kritikus értékhez: u, = ®~1 (1 —0,05) = ®71(0,95) = 1,645 =
a kritikus tartoméany azokat a mintékat tartalmazza, amikbdl szamolt
probastatisztikiara u € L := (—o0; —1,645)
A proébastatisztika nem esik L halmazba = a minta az elfogadasi
tartomanyban van = elfogadjuk Hy-t (nem tudjuk elvetni), tehat
allithatjuk, hogy a h6mérséklet a vizsgalt 4 éven keresztiil 15 fok volt.

p-érték: azon a, amire 1,275 =®7 1 (1 —a) =
= 1—-a=9%(1,275)=0,899 = p-érték=10,1%
Déntés p-értékkel: a = 5% < p-érték = elfogadjuk Hy-t
b.) sk =257t =4 3225215 = _0,99; szabadsagfok =4 —1=3
Keét értélmes Hi-et lehet valasztani:
e Hi:m+#15
Kritikus értékhez: tho1;8 = ts;% =3,182 =
many azokat a mintékat tartalmazza, amikbdél szamolt prébastatisz-
tikara t € K := ((—o0; —3,182) U (3,182; 00))

a kritikus tarto-



A prébastatisztika nem esik K halmazba = a minta az elfoga-
dasi tartoméanyban van = elfogadjuk Hy-t (nem tudjuk elvetni),
tehat allithatjuk, hogy a h&mérséklet a vizsgilt 4 éven keresztiil 15
fok volt.
e Hi:m< 1)
Kritikus értékhez: t,_1.« = t3.005 = 2,353 = a kritikus tarto-
many azokat a mintdkat tartalmazza, amikbél szamolt probastatisz-
tikara t € L := (—o00; —2,353)
A probastatisztika nem esik L halmazba = a minta az elfoga-
dasi tartoményban van = elfogadjuk Hy-t (nem tudjuk elvetni),
tehat allithatjuk, hogy a hémérséklet a vizsgélt 4 éven keresztiil 15
fok volt.
48.) Az Informatikai Kar III. évfolyaman 300-an tanulnak. Megszamoltak,
hogy a legutobbi vizsgaidGszakban hanyszor buktak az egyes hallgatok. Az
eredményeket tartalmazza az alabbi tablazat.
Bukéasok szama 0 1 2|13 |4
Hallgatok szdma | 80 | 113 | 77 | 27 | 3
a.) Elfogadhatjuk-e azt a hipotézist, hogy egy hallgaté bukésszama
Bin(4; 0,25) eloszlasu?
b.) és azt, hogy Bin(4;p) eloszlasa?
Megoldas. Mindkét esetben diszkrét illeszkedésvizsgalatot kell elvégez-
niink.
a.) Hy: a bukasok szama Bin(4; 0,25) eloszlasu
Hi: nem ilyen eloszlasu

Foglaljuk tablazatba a szamitasokhoz sziikséges értékeket:

Bukasok sz. 0 1 2 3 4 Osszesen
N; 80 113 77 27 3 300
Di 0,3164 0,4219 0,2109 0,0469 0,0039 1
n-pi 94,92 126,57 6327 14,07 1,17 300

n =300, r =5, a p; értékeket a Bin(4;0,25) eloszlasbol kapjuk:
pi=(H) (DT i=01.4

Taoo = BOGA927 | 4 BLID 91 97

Szabadsagfok: 5-1=4

Kritikus érték: Xil—0,0S =9,49

A prébastatisztika nagyobb a kritikus értéknél = a minta a kritikus
tartomanyban van = elvetjiik Ho-t, tehat azt allithatjuk, hogy a
bukasok szama NEM Bin(4; 0,25) eloszlast.
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b.) Hp: a bukasok szama 4 rendii binomialis eloszlasi
Hi: nem ilyen eloszlast

Mindenekel6tt meg kell becsiilni az ismeretlen p paramétert ML-mod-
szerrel. Korabban levezettiik, hogy Bin(m, p) minta esetén, ha m ismert,

akkor p ML-becslése a p = %

80-04+113-1477-24+27-3+4+4-3

Igy p becslése: 300 =0,3 = pi=(})0,30,7"
Foglaljuk tablazatba a szamitasokhoz sziikséges értekeket:

Bukésok sz. | 0 1 2 3 4 | Osszesen

N; 80 113 27 3 300

n-p; 72 1235 794 227 24 300

T300 = (80;%)2 + ...+ (3_22;14)2 =2,82

Szabadségfok: 5 — 1 — 1 =3 (mert 1 darab paramétert becsiiltiink)
Kritikus érték: X§;170’05 =17,81

A probagtatisztika kisebb a kritikus értéknél = a minta az elfogadési
tartomanyban van = elfogadjuk Hy-t, tehét azt allithatjuk, hogy a

bukésok szama 4 rendd binomidlis eloszlasu.

49.) Az alabbi kontingencia-tdblazat mutatja, hogy 100 évben a csapadék
mennyisége és az atlagh6mérséklet hogyan alakult.

Csapadék | Kevés Atlagos Sok
Hoémeérséklet
Hiivos 15 10 5
Atlagos 10 10 20
Meleg 5 20 5

(A cellakban az egyes esetek gyakorisagai talalhatoak.) Tekintheté-e a csa-
padékmennyiség és a hémérséklet fiiggetlennek?

Megoldas.
Fiiggetlenségvizsgalatot kell elvégezniink.
Csapadék | Kevés Atlagos Sok | Osszesen

Hoémeérséklet
Hiivos 15 10 5 30
Atlagos 10 10 20 40
Meleg 5 20 5 30
Osszesen 30 40 30 100

n = 100, « legyen 5%

Hy: a csapadék éa a hémérséklet fiiggetlenek



Hi: nem fiiggetlenek

T100 = 100 (% + ...+ % — 1) =229

A szabadséagfok (3 —1)(3 —1) =4, igy X?L;l—a =9,49

A prébastatisztika nagyobb a kritikus értéknél = a minta a kritikus tar-

tomanyban van = elvetjilk Hp-t, tehat azt allithatjuk, hogy a csapadék
és a hémérséklet nem fiiggetlenek.

50.) Legyen X a hatosok szama 6 kockadobasboél, Y pedig X + Z, ahol Z
tovabbi 6 kockadobasbdél a hatosok szdma. Mi lesz Y legkisebb négyzetes
kozelitése X segitségével, ha
a.) X linearis fiiggvényével kozelitiink;

b.) X tetsz6leges fiiggvényevel kozelitiink?
Megoldas. X, Z Bin(6,5) eloszlastak és fiiggetlenek egymastol — =
Y ~Bin(12,1).

_ Cov(X,)Y) _ Cov(X,X+Z) _ D?X+Cov(X)Y) _ 1
) dopt = “prx - = - pix - = °X =
bopt = BY —aopEX =123 —1-6-5=2—-1=1.

Tehét a legjobb linearis becslés: X + 1.
b.) fopt(X)=EY|X)=EX +Z|X)=EX|X)+E(Z|X) =
=X+ FEZ=X+1.
Tehat a legjobb becslés: X + 1.
51.) Legyenek adottak a kovetkezd (x,y) parok:
z |0 1 6 5 3
yvil4 3 0 1 2
a.) Hatarozzuk meg és abrazoljuk is az aX + b alaku regesszios egyenest.
b.) Szamoljuk ki a rezidudlisokat és becsiiljiik meg a hiba-szérasnégyzetet.
c.) Adjunk eldrejelzést x=10-re a regresszios egyenes alapjan.
Megoldas. Szamitsuk ki a szlikséges értékeket, ehhez célszerd tablazatot
késziteni:

T | Yi | Xi—T | Yyi—Y £

0| 4 -3 2 % &

16| -2 1 L -3

6| 0 3 2 % —=

501 2 -1 I &

3] 2 0 0 % 0
S50 0 0 - 0

T=3y=2
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_ —6-2-6-2 _ _ 8

a.)

> Q>

29424 — 13
h=2- () 3=1

. . .8 50
Tehdt a regresszios egyenes: —y52 + J3.

~- 2 2
b.) RNO= (&) +..+ ()" =23

52.) Véletlenszertien vélasztunk egy szot az aldbbi mondatbol: EGY TEVE
LEGEL A KERTBEN. A feladatunk az, hogy kitalaljuk a sz6 hosszat ugy,
hogy a tényleges és a tippelt szohossz kozotti eltérés négyzetének varhato
értéke minimalis legyen.

a.) Mit tippeliink, ha semmi informacié nem all rendelkezésiinkre?
b.) Hogyan tippeliink, ha valaki megsugta a szoban szerepls "e"-betiik szé-

mat?

c.) Hogyan tippeljiink, ha az "e" betiik szaménak linearis fiiggvényét hasz-
néalhatjuk?

Megoldas. Legyen X: tippelt sz6hossz; Y: tényleges széhossz; Z: e

bettik szdma egy sz6ban
Ekkor X és Y fiiggetlenek és azonos eloszlasiak, az 1,3,4,5 és 7 értékeket
egyarant % valészintiséggel veszik fel.

Z eloszlésa: P(Z=0)=31,P(Z=1)=1,P(Z=2)=2

a.) Y-t akarjuk kozeliteni X-szel
— LEBAESET _ y
b.) Y-t akarjuk kozeliteni Z tetsz6leges fiiggvényével = fopi(Z) = E(Y|Z2)
E(Y|Z =0) = 1, mert az egyetlen "e" betiit nem tartalmazo sz6 az "a",
ami 1 betibdl 4ll
E(Y|Z =1) = 3, mert az egyetlen 1 darab "e" betiit tartalmaz6 sz6 az
"egy", ami 3 betiibsl all
E(Y|Z=2)=2%(4+5+7) =1 mert a3 darab "e" betiit tartalmazo
szavak a "teve", "legel", "kerthben, amik 4,5 és 7 bettibdl allnak
Tehat E(Y|Z) =1(Z =0) + 3L(Z = 1) + 21(Z = 2).
¢) Y-t akarjuk kozeliteni Z linearis fiiggvényével =

=  fopt(X)=E(Y|X)=FEY =

_ Cov(Z)Y)
Gopt = D27
bops = EY — agp EZ

Irjuk fel Z és Y egyiittes eloszlasat:



Z2\Y

Z peremeloszlésa

0
1
2

Ll © Dol =

i S ul—= O W
o= O O i~

Y peremeloszlasa

o= O© O Ot

== © O =~

= (O] QO =T

EZ =145 =
EZZ — %—HQ
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DZZ — 135 49 5_ 16

[l ou

5.2 B
E(ZY) — 3+8+§0+1 —7
Cov(Z,Y)=7-1-4=1

7
_ 5 _ 35
Gopt = 16 = Tg
= 35 7 15
bopt =4 — 155 =16

Tehat a legjobb linearis becslés: %Z + %.
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